Enoncé logarithme népérien 4éme Sc Technique

Dans tous les exercices le plan est rapporté a un repére orthonormé (0,17,j ).
Exercice 1

f(x) =xInx—x si x>0

Soit f la fonction définie sur [0, +oo[ par : {f(O) —0 et soit C sa courbe

représentative.
1) a) Montrer que f est continue a droite en 0
b) Etudier la dérivabilité de f a droite en 0 et interpréter le résultat graphiquement.
2) a) Dresser le tableau de variation de f
b) Etudier la branche infinie de C.
¢) Construire la courbe C.
3) Soit g la restriction de f a Pintervalle [1, +oo]
a) Montrer que g admet une fonction réciproque g~ définie sur un intervalle | que ’on précisera.
b) Etudier la dérivabilité de g~! a droite en —1
4) Tracer C' la courbe de g~ dans le méme repére.
5) Soit la fonction h définie sur |0, +oo[ par: h(x) = x*Inx.
a) Calculer h'(x) pour tout x € |0, +oo[
b) Montrer P’existence et ’unicité de la primitive F de f sur ]0,+oco[ qui s’annule en 1
¢) Expliciter F(x) pour tout x € |0, +oo[
Exercice 2
Soit g la fonction définie sur ]0 , +oo[ par g(x) = 1 + x> — 2x%In x.

1) Calculer lim g(x) et montrer que lim g(x) = —oo.
x—0* x—+00

2) a) Montrer que pour tout x € |0,+o[ ; g'(x) = —4xInx.
b) Dresser le tableau de variation de g.

3) a) Montrer que ’équation g(x) = 0 admet dans |0, +co[ une unique solution a.
b) Verifier que 1,8 < a < 1,9.
¢) Déduire le signe de g(x) sur |0, +oo|.

Inx

4) On considére la fonction f définie sur |0, +oo[ par f(x) = o

a) Calculer lim f(x) et montrer que lim f(x) = 0.
x—0t x—+0o0
b) Montrer que f est dérivable sur |0, +c[ etvVx € |0,+o[; f'(x) = ﬁ
x(1+x

1
2a?

¢) Vérifier que f(a) =
5) a) Etudier les variations de f.
b) Tracer la courbe Cy de f.
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Exercice 3

f(x) = x*In®*x six>0

Soit la fonction f définie sur [0, +oo[ par : { £(0) =0 et soit Cy sa courbe

représentative.
1) a) Montrer que f est continue a droite en 0.
b) Etudier la dérivabilité de f a droite en 0.
¢) Dresser le tableau de variation de f.
2) Tracer Cy (unité graphique 4 cm ).
Exercice 5
1) Soit g la fonction définie sur |0, +oo[ par g(x) = —1 + Inx.
a) Dresser le tableau de variation de g
b) Calculer g(e) et déterminer le signe de g(x) pour tout x € |0, +oo[.

¢) Déterminer la primitive G de g sur |0 , +o[ qui s’annule en 1.

3.5 4.5 p
2) Soit f Ia fonction définie sur [0,+00[par:{f (E)=—ga o Inx s Ep0

4 et soit Cf sa courbe
f(0)=0
repreésentative.

a) Montrer que f est continue a droite en 0

b) Etudier la dérivabilité de f a droite en O et interpréter le résultat graphiquement.
3) a) Calculer lilP f(x) et lilP @ et interpréter les résultats graphiquement.
Xx—+oo X—=T00
b) Montrer que pour tout x € ]0,+o][ ; f'(x) = xg(x).
¢) Dresser le tableau de variation de f

4) a) Déterminer une équation cartésienne de la tangente T a C; au point A(1, f(1)).
b) Montrer que A est un point d’inflexion de (.
5) a) Déterminer P'intersection de la courbe Cy avec Paxe des abscisses.
b) Tracer T et Cy.
11 3

6) Soit F la fonction définie sur |0, +oo[ par F(x) = %x:‘ Inx — 3%

Montrer que F est une primitive de f sur |0, +ool.
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Correction énoncé logarithme népérien 4éme Sc Techniques
Exercice 1

f(x)=xInx—x si x>0
1 {f(ﬂ)zl}

0
a) !irg;rf(x) =5 i_i)rgixlnx—x =0=f(0)

donc f est continue a droite en 0
—00

b) lim 27O _ i, = lim Inx—1= -
-0t x-0 x—0t X x—0t

xInx—x

donc f n’est pas dérivable a droite en 0 et C; admet a droite en 0 une demi tangente verticale dirigée
vers le bas.
2) a) x » Inx est dérivable sur |0, +oo[ donc f est dérivable sur |0, +ool.
vx€|0,+oof;f'(x) =(xlnx—x+1) = lnx-l—xxi—l =lnx+1-1=lIlnx
donc f'(x) prend le signe de Inx sur |0, +oo[
x 0 1 +oo
f'(0) 0
fx)

limf(x) = limxlnx—x= limx(lnx—1) = +o
x—+0o x—+00 x—+00

b) lim 2 = lim "™ = limInx -1 = +oo
x—+oo X x—+o00 X x—+oo

donc Cy admet une branche parabolique de direction (0,)) au voisinage de +o0

¢) Voir tracage Cy en fin de la correction.
3) a)Ona:g(x)=f(x)sixe[1,+o0]
On a g est continue et strictement croissante sur [1,+[ donc g réalise une bijection de [1, 4o sur J =
g([1,+00]) = [-1, +o[ ainsi g admet une fonction réciproque g1 définie sur ] = [—1, +oo[.

b) La courbe de g admet a droite en 1 une demi tangente horizontale pour raison de symétrie avec la
droite A: y = x la courbe de g~ aura a droite en g(1) = —1 une demi tangente verticale d’ou g~ ! n’est
pas dérivable a droite en - 1

4) C' = SA(Cf) avec A: y = x voir le trage de €' en fin de la correction.
5) a) vx€]0,+oo[; h'(x) = (% Inx)’ = 2xInx + x* xi = 2xlnx + x

b) On a : f est continue sur |0, +oo[ donc f admet une unique primitive F sur |0, +oo[
qui s’annule en 1

©)Ona:vx€]0,+o[; h'(x) = 2xIlnx + x
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= 2xinx — 2x + 3x

=2(xlnx — x) + 3x

=2f(x) + 3x
ainsi h'(x) =2f(x)+3x © 2f(x)=h'(x) -3x & f(x)= %(h’(x) —3x )
F(x) =§(h(x)-—§x2) +c¢; ceR douF(x) =%(lenx—§x2) +c;c€eR

or F(1) = 0 donc %(—%)+c=0; —%-&-c:(} d’ou c=%

ainsi vx € |0, +oo[ ; F(x) =%(x21nx-—;x2)+%

Exercice 2

gx)=1+x2-2x?Inx; x€]0,+o
0 0
e o
1) limg(x)=lim1+x*-2x*lnx=1
x—07F x=07"
+00

—0o
limg(x) = IiZLn1+x2—2lenx= lim1+;—2\(1—2)fnx)=—oo
X—>400

x—>+00 X—+oo
2) a) Pourtout x € ]0,+o[ona:
; 1
g(x)=2x—-2 (lenx + x? x;) =2x—-22xInx + x)

=2x—4xlnx - 2x

=—4xInx
x 0

b) Pour tout x € ]0,4+o[ona: g'(x) = —4xlnx o
g(x

donc g'(x) prend le signe de — In x sur |0, +oo[
gx)=0;x=1 g(x)
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3) a)
** On a g est continuje et strictement croissante sur |0, 1] donc gréalise une bijection de |0, 1] sur
g(]0,1]) =]11,2] or 0 ¢ ]1,2] donc I’équation g(x) = 0 n’admet pas de solutions dans ]0, 1]
** On a g est continuje et strictement décroissante sur [1,+oco[ donc gréalise une bijection de [1, +oo[
sur g([1,+o[) =[2,—o] or 0 €[2,—0|
donc I’équation g(x) = 0 admet dans [1, +oo[ une unique solution
** Conclusion I’équation g(x) = 0 admet dans ]0, +oo[ une unique solution a.
b)Onag(1,8) =~ et g(1,8)= ; g(1,8)xg(1,9)<0
donc1,8<a<1,9.

0 x 0 a

o(x) cl

4 fa)=1"% 5 x€]0,+o]

~=
lnx

_ Inx _ —
3) h'mf (x) l!m T14x2 = x’[ﬁ"&,f (X) - Il‘.+m 1+x2 x{la+oo 1‘:2’2

=
b) x = In x est dérivable sur ]0, +oo[

1 -
x = — est dérivable sur 10, 4+oo[

donc x — 1‘2—:2 est dérivable sur |0 , 4+oo[ ainsi f est dérivable sur |0, 4+oo[

pour tout x € |0, +oo] ;
2_ %
f.l'(x) _ %(14‘12)—21’]!11 _ i :lell _ 1+x2—2x2Inx _ g(x)
(1422 (14a2)? x(1422)? T x(14x2)°

¢)Ona f(a) = 1+a2

2
or g(a)=0 donc 1+ a?—2a?’lna =0 donc 2a?’lna=1+a? donclna= 1;:;
1+a?

_ ToE 1+a® 1
donc f (a) 1+a? 2a2(1+a2) T 2a?

5) a) pour tout x € |0, +oo[ona f'(x) = (fix)z)z donc f'(x) prend le signe de g(x) sur
X X

10, +o0[; f(x)=0; gx)=0 ; x=a

x 0
f'(x)

f(x)




Exercice 3

1) a) lim f(x) = lim x*In®x = lim (xInx)? = 0 = £(0) donc f est continue 2 droite en 0.
x-0t x—0*t x—0+

. xfIn®x
—_— llm ——
x—=0T  x— x—0t x

b) lim ! (x)_i O _ = lil(:):!+ xIn?x = 0 donc f est dérivable a droit en 0.
X

) Vx €]0,400[ ; f'(x) = (x%In?x)’ = 2xIn’x + x? x 2 G) Inx = 2xIn*x + 2xInx
=2xIlnx(lnx+ 1)
Etudions le signe de Inx + 1 sur |0,+ow[ Inx+1>0 = Inx>-1 = Inlené = xzi

Inx <0 sixe]0,1] et Inx>0 six€[1,+0]

d’ou le tableau de variation de f.
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Exercice 5

1) Soit g la fonction définie sur ]0,+oo[ par g(x) = —1 + Inx.
a)vx €10, +00[; g'(x) = (-1 +Inx)' =->0

x 0 400

g'(x) +

ol ////v-r

E_:}g}g(x) = iirg;r —1+Inx=-0 ; x{fﬁog(x) = x‘—fﬂo —1+Inx=+4w

b)gle)=-1+Ine—1+1=.0
0 < x < e et g est croissante donc g(x) < g(e) ainsig(x) <0
x > e et g est croissante donc g(x) = g(e) ainsi g(x) =0
x |O e +o0
g(x) || - 0 4+

¢) La fonction g est continue sur |0, +co[ donc g admet des primitives sur |0, +oo[ , soit G une

primitive de g sur |0, +oo[donc G(x) = —x+xlnx—x+c;ceR
donc G(x) = 2x+xlnx+c;ceR
or G(1)=0 donc —2+4+c¢=0 donc ¢ =2 donc G(x)=2-2x+ xinx.

2) a) iilo’l%f(x) i igg}r —%xz + %xz Inx=0=f(0) donc f est continue a droite en 0

400
: i 3 1 | T P
lim f(x) = lim —>x?+-x*Inx= lim x* | —>+-Inx | = +o
x—+00 x—t+oo 4 2 x—+00 4 2

+oo

b)vx € ]0,+o[; f'(x) = (—%xz +%x21nx) :%(—%xz +x21nx)

1

:%(—3x+2xlnx+x2 X%) =5(3x+2xInx+x) = %(—2x+2xlnx)

=—x+xIlnx=x(—-1+Inx) =xg(x)
¢)Onavx €]0,+mof ; f'(x) = xg(x)
donc f'(x) estdu signe de g(x) sur |0, +oo|
x 10 e

rrixi - 0 +

0 +00
) \ /
_iez

Haf(1)=-1; f(1)=—§ s T:y=f(D(x-1)+f(1) donc T: y:—x-[-%

b) La fonction f est deux fois dérivable sur |0 , +oo[

vx€]0,+00[; f'(x) = (xg(»"
—: .&:“’
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=—1+lnx+xxi=—1+lnx+1=lnx
Donc f"'(x) est du signe de Inx sur |0, +oo[
X |0 1
F@ | - 0+

Donc f"(x) s’annule en 1 tout en changeant de signe alors le point A est un point d’inflexion de C f-

4) a)ona f(0) = 0 donc C; coupe I’axe des abscisses au point O

=0

3 1
pour tout x €10, +oo[, M(x,y) € C; N (0,1) & {];’(x):y - {f(x)zﬂ o {—;xz-!-;lenx:ﬂ

y:ﬂ y:(}

2f 21 =0 3,1 - i
& [x ( 4+zl“x) = {;_uimpossible ou { PR e {lnx 2

3

s 3

donc {x = ‘:: doncle point I (ei ,0. ) est un point d’intersection de la courbe C; avec I’axe des
y —

abscisses. Ainsi Cy coupe ’axe des abscisses aux points O et I.

b)

5) La fonction f est continue sur |0 , + [ donc f admet des primitives sur |0, +co|.

La fonction F est dérivable sur |0, +oo[ ;

sy — (128 _u 3)'_1( 2 1 3)__3><11 2
VxE]0,+oo[,F(x)_(6x Inx 3% ) =¢\3% lnx+x><x e X

1 1 I x11 1 6 33
D o h I .. I 2
—2x lnx+6x 36 x Zx lnx+36x 36x

1 33 1 3x9 i

3
=—x’Inx——x>=-x’Inx - x> =-x*Inx——-x%*=f(x)

2 36 2 4x9 2 4
donc F est une primitive de f sur |0, +oo][.
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