Fonctions réciproques 4™ Sc Expérimentales
Dans tous les exercices le plan est rapporté a un repére orthonormé (0,1,)).
Exercice 4
1) Soit la fonction f définie sur |—4 , +oo[ par f(x) = % soit Cy sa courbe représentative
a) Calculer lin;Jr f(x) et liT f (x). Interpréter les résultats graphiquement.
xo— xX—+oc
b) Dresser le tableau de variation de f
2) a) Montrer que f admet une fonction réciproquef ! définie sur un intervalle J que I’on précisera.
—1 1 —1\s 1
b) Calculer f (_5) et (f°YH (_5)
c) Expliciter f1(x) pour tout x € J.
3) a) Etudier la position relative de C; et la droite A:y = x
b) Tracer Cy; Cp1 et A
4) Soit la suite (U,) définie sur N par Uy = —1 et U, = f(U,).
a) Montrer que vn e Nona:-1<U, <1

b) Montrer que la suite (U,,) est croissante.

c) En déduire que la suite (U,,) est convergente et calculer sa limite.

U,—1

5) Soit l1a suite (V,,) définie sur N par: V,, = =T

a) Montrer que (V,,) est une suite géométrique dont on précisera la raison et le premier terme.

n—+00

n
b) En déduire lim V, et lim ka
n—+oo
k=0

c) Exprimer U, en fonction de n et retrouver la limite de (U,,).

Exercice 5

Soit f 1a fonction définie sur [1,+oo[ par: f(x) = Va2 — 1 +x

1) a) Montrer que f est dérivable sur |1, +oo[
b) Montrer que f n’est pas dérivable a droite en 1, interpréter le résultat graphiquement.
¢) Dresser le tableau de variation de f.

2) a) Montrer que f réalise une bijection de [1,+oo[ sur [1, +oo[

2
b) Montrer que pour tout x € [1,+w[ona: f (x;l) =x
¢) En déduire Pexpression de f 1(x) pour tout x € [1,+00|
-1

Vxs—1—-x
5t

b) Montrer que pour tout x € [1,+o[ona:Vx2—1= %(f(x) = E)

3) a) Montrer que pour tout x € [1,+w[ona: f(x) =

¢) En déduire expression de f~1(x) pour tout x € [1, +oo
4) Expliciter f 1(x) pour tout x € [1,+0oo]
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¢) Tracer la courbe représentative de f~! dans le méme repére orthonormé (0,1,}).
1II) Soit g la fonction définie sur [0 g] par g(x) = f(cos? x)

s s T -
1) Vérifier que pour tout x de [0 , 2] ,gx) = T
2) Montrer que g réalise une bijection de [0 , g] sur [—-2, —1]
3) a) Montrer que g~ ! est dérivable sur [-2 , —1].

-1
b) Montrer que pour tout x € [-2,—1]ona: (g~ 1)’ =

- x4y —(x+1)

4) Pour tout n € N*, on pose U,, = (n + n?) [g“l (-—2 : 5 %) —g1 (—2 + n-lr_l)]

a) Montrer que pour tout entier n € N* , il existe un réel a,, € ]—Z + n_41»1 ,—2Z+ %[ tel que

-1

a, /-1 +a,)

b) En déduire la limite de la suite U.

Cliquer ci-dessous pour la version PDF de la série
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une fonction réciproque f~! définie sur [—2,0[
b)
Méthode aleébri
On pose Vx € |—o0,1] et VX € [-2,0[,f 1(x) =X & f(X)=x
six—->-27; X->1"

f=-2 e f1(-2)=1

[@-f1C2) x- : e . Q
ez At f(X)—f{l) =i 07@ = bek O)

—00

donc f est dérivable a gauche en -2 %

Méthode graphique
La courbe de f admet a gauche en 1 une demi tangente verticale, pour raison de symétrie avec la droite

A: y = x 1a courbe de f~! admet a droite en f(1) = —2 une demi tangente horizontale alors f est
dérivable a droite en —2

¢) Soit C 1a courbe de f et C’ celle de f~1
C' =5,(C)avecA:y=x

@tout X € [0, 2] i
—2 -2 n =2
@ f(COS x) T aeS1- coszx 1+sinZ x 1+|smx| 1+sinx car .6 [O’E] ainsi Q(x) 1+sinx

2) Pour tout x € [0,;] ona:
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2) a) f est continue et strictement décroissante sur |0, 1] donc réalise une bijection de |0, 1] sur
J=700,1]) = [f(0), limf () | = [0, +oo]

b) f réalise une bijection de ]0,1] sur [0, +oo[
donc fadmet une fonction réciproque £~ définie sur [0, +oo[

o) (C) = SA((C)) avecA:y = x

(©

carx € [0%’[ don@nx =0

ainsi pour to [0 ,g[ ona: gix)= %tan X.

b) Soit onction définie sur l(}g[ par: h(x) = g(x) — x
Pour r que ’équation g(x) = x admet une unique solution a autre que 0 il suffit de montrer que

I’équation h(x) = 0 admet une unique solution a autre que 0

x@x est déerivable sur {0 [ donc g est dérivable sur {0 g[ ainsi h est dérivable sur [0 . g[

\@rtoutxe h(x)_(g(x) x)=g'(x)— 1——(1+tan x) — 1——+ tanx 1
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& f(x) — x admet une unique solution a dans [0, +oo|

& f(x) = x admet une unique solution a dans [0, +oo|

gD =fM)-1=5-1=041 ; g@)=f@)-2=7%~

ona g(1)xg(2)<0 donc 1<a<2.

2) Ona:Cs1=S,(Cr) avec Ary=x Q
f/0)=-1 et f(0)=2 Q
T:y=f'(0)(x-0)+f(0) donc T:y=—-x+2 (b

voir tracage de Cy et C f-1 en fin de correction.

3) Pourtout x € [1,2]ona: f'(x) = ({_) = |f'(x)] = 3

Ona: 1<x<2 =22<1+x<3 =2V2<JVI1+x<V3 =

2WZ<(Vitx) <3V3 = 3—\1@ i 1)3_” = If'(x)ls$

ainsi pour tout x € [1,2] ona: [f'(x)| < Z«F Q)

U():l s
E Ona:{ ourtnutnEN
) Uiz = f(U,) P

a)Pourn=0ona:Uy=1; 1< Uo
Soit n € N supposonsque 1 < U,, < 2 &ntmns que 1 <U,;1 <2
Ona:1<U, <2 etfestdécroissa r[0,+oo[done f(2) < f(U,) < f(1) =

1<—= Un+1< <2 =2 1< T = 2

vr- _
Conclusion pour tout n € N on < Un <2

b)Ona:|[ f est derlvable
|f'(2)] <55 @[ ] donc d'aprés le corollaire du théoréme des
ae[l,2 €1,2]

inégalités des accrois nts finis, on a : |f(U,) — f(a)| < ;%Wn —

- 1
ainsi pour tout n a:|Upy —al < ﬁlUn —al

0
c)PournNﬁa:on—al =1-al 51:(%) carle[1,2]etac(1,2]

1 )ﬂ‘l‘l

n
Soitn € N osons que |U, — a| < (%) et montrons que |U,.4 — al < (2\/_

OnaL%— IS(%)H donc %IU -—als%x(%)n
1

1e n+1 n+1
mn@lb’n —al < Z\F) et comme U, 1 —al < 2V,_I — al alors |Upyq —al < (ﬁ)

\
gusionpourtoutn eENona: |U,—al < (N‘)
1 n

d) Pourtoutn € Nona: |U, — aI & (—) et lim =0 donc Iiin U,=0
X—=400
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Ona:U,.,=gU)e L=g (L) L=a ainsi limU, =«

M—>+0

) ] o 14 - k+1 B
6) Soit la suite S, définie sur {0,5{ par SH_Z[Q (—)—g 1 2 ;mneEN
k=0
0 n+1
A R 3 S -1Y-"\_ -1y -1
A)-5 Q) s ) f)+ ) - ) v (1
0 n+1 n+1
e -1 — g1 —4l
G)+o(7)=9 ( 7) ainsi S, (@

n+1 .
lims, = limg~ ( ) or hm —-{-oo et limg(x ainsi lim$§,
n-+w n—+w 2 N+ X+ n—+a

Exercice 15 st
D f(x)=3=; *x€]-o,1]

1) lim f-f@) _ lim =" l—x =T i 2V1-

—1 x-1 x—1- x—1- (x—1)(1+ @
= imi _ —2Vl-x Vi—x

x-1- A-0)(1+1-x) x—->1 %) (1+V1=x)

alors f n’est pas dérivable a gauche en @ courbe représentative de f admet a gauche en 1 une demi
tangente verticale dirigée vers le h

2) a) Pourtoutx € |—o,1[ona:

v o s
= 2((1+m)2)" .

A
X f2(x) = RGN i) = )

fw’_ T aix 4+/1—x

» —4\{:Tx><(1+\;__§)©\‘/ﬁ(1+\f_x

b)Pourtouth]—%’ona f'(x)=- V,_) <0
x| —@ S 1

F ) -
O.K'
{

N

x(1+\r—)z) m(mex)
f

f(x)

,!_*,'_';f.\ Brpset s

&ir tracage de la courbe représentative a la fin de la correction de la partie I
¢ La fonction f est continue et strictement décroissante sur |—co, 1] donc f réalise
une bijection de |—o0, 1] sur f(]—w,1]) = {f(l), lim f(x) [ =[-2,0][ ainsi f admet
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i _ —2(—cosx) _ 2cosx
g'(x) = (1+sinx)2 ~ (1+sinx)2 =

=0 carxe{(} ] ;cosx >0

g (x)=0;cosx= O;x:;

ainsi g est strictement croissante sur [0 ,%]

On a g est continue et strictement croissante sur [0 g]

donc g réalise une bijection de [0 E] sur g ([0 E]) = [g(o), g (’E' -2,-1]
car g(0) = f(cos?0) = f(1) = -2 et g(g) = f(coszg) = f(ﬂb -

3) a) On a: g est dérivable sur [0 ,g{ et pour tout x € {0 ; '"(X)#0

donc g~ ! est dérivable sur g ([0 ,ED =[-2,-1]

b) pour x € [-2,—1[ et yE[ ,“{ ona gl(x)=y & giy)=x

1 _ 1 _ (1+siny)?

pour tout x € [-2,—1[ona: (g V) (x) = 1

1 -1 — 2cosy
(9 @:9 Gsing)? 2cosy

V=x o ——=x o _1 = -2 ¢t siny = -2
90) = 1+siny_ -2 " x X y= x

onacos’y+sinfy=1 © cos’y= 1'\s'gf'y = cosy=+1-sin?y; y€ {ﬂ,g[
2 o oD =
p— Jl_(z+x) _ Jx 4—ax—x2 _ 2J=@rl) _ 2/—(xtD)

X

= =- car x <0
X x| X

4-

— —1 _
m—x\/_(_amm(g Yiry= m

x

par la suite pour tout x € [-2,—1[on a: (g~ D(x) =—

1 1 1
4 Aona:n=1= 0<-< 1@)—2<—2+;5—1 donc —2+;E[—2,—1]

1 3 1
—2<—2+ms—5 donc -2 +EE[_2'_1

on a g~ ! est continue -2 + ﬁ ,—2 +ﬂ dérivable sur ]—2 forks

— , -2+ -1-[ alors il existe un réel
n+1 n

[ tel que g_l(—”ﬁ) - 2+-1 = (g™ (ay)

_2+n11 ( 2+_)

_9' 2+n_+11)_‘19_1(_2+;)= g Z*E gt (-24)

n+1 n n+n2

= (n+n?) (g”1 (-—2 +- -2+ —))

n+1i

= U,

part (g1 (a,) =

\
\é@'”" e

b)ona: pour toutn € N*;

(an+1

ooli Mohamed Hechm i




donc h'(x) prend le singe de tanx — 1 sur [O,E[carxE[ﬁ,g[ona:tanxzﬁcatanx+1>0
h(x) =0 tanx—1=0 ©tanx=1 ainsix:%

x — tan x est croissante sur [0 ,g[

** §j OSxSE = 0<tanx<1= —1<tanx—1<0 ainsi h’

**Si;—ISx<g ona: tanx>1= tanx—12>0

x0

h'(x)
h(x)

h(0) = g(0) = %tan(ﬂ) =0 h(— =

limh(x) = hmg(x) x = lim 1t:;mx

P P

2 2 2 \o

**on a h est continue et strictement déc \te sur [0 ] donc h réalise une bijection de [0 4] sur

h([ﬂ ,E]) = [h ( ) h(())] [— -—,0 @) £ E - - 0] donc I’équation h(x) = 0 admet une unique

solution or h(0) = 0 ainsi 0 est ]’ugiq solution h(x) = 0 dans [0 , E]

**on a h est continue et stricten@crolssante sur [ [ donc h réalise une bijection de E ,g[ sur

h([;—r ,ED — h(;—T 'E' = E —E ,+oo [or() € B—;—r ,+0oo [donc I’équation h(x) = 0 admet une

unique a dans E ,g[ et e h(g) = g(g) —g = %tan (g) _13_: ~—0,18 < 0 et h(;—r) < 0 alors

h(x) = 0 n’admet p@solutions dans E ,'—;] ainsi h(x) = 0 admet une unique solution dans a € E ,g[

Conclusion ; h(xQ’ admet une unique solution a autre que 0 et que € [3 :[

Ainsi l’équatl&r) = x admet une unique solution a autre que 0 et que a € [3 :[

¢)Ona tout x € [0 ,g[ ; g(x) — x = h(x) donc g(x) — x prend le signe de h(x) sur [0 ,g[

Or d’ap\ tableau de variations de h : % 0 a
i h(x) Osix€[0,a]doncg(x)—x<0 g(x) —x f +

>031xE [doncg(x)—xzﬂ N .
position relative de A (Cg) au dessous de A (Cy) au dessus de A
\éi et (C,)

Intersection ,0)
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4) a) On a pour tout x € [0 [ sglx) = —tanx et x ~ tanx est dérivable sur 0 ,g amsi g est dérivable

sur [012[[ ; pour tout x € [Og[ ;9 (x) = Gtanx) —(1 + tan? x) > OKV

g est continue et strictement croissante sur [0 : g[ donc g réalise une bue de [0 { sur

g ([0 ED = [g(ﬂ), Iig;[ = [0, +oo[ ainsi g admet une fonction ré@ue g ! définie sur J = [0, +oo[
X—=

S

B onposegt (2)=y;yel0.fe g»=2 o %ta.mj? otany = V3 doncy = -2 ou

r=3 oryeo fame =1 amint(5)=3

sy (a8 L = % ainsi (g !
(g )(2)_9,( (J‘))_ :(") 2[1+mﬂ2 ")] 1+(\/-) % (g )( )

¢) g est dérivable sur [0 g[ et pour tout x € [0 , g[ : g'(x) = 0 donc g ! est dérivable sur

a([0.%]) = [0, +eol e Q\;
@@=t =]
9(gx®) 9O S

’ L
or y=g1lx) e gpy)=x o %tany x\-} tany = 2x ainsi

1 1 2
(00 = S =1 Gy W @YD=z

> [1+ (Zx)zkk'

3) Up = Upni1 =971 (Uy) 5 VﬁN

) 0 ,r

Soit n € N ; supposons que a et montrons que — < U, <a
&

0]

a) Pourn = OonaUO— <

On a g est croissante su donc g1 est croissante sur g ([0 ED =[0,+o0[

2
OnaESUnSa —3)sg(Un)Sg(a)®?<§SUH+1SHE«’>?SUM1S“

Conclusion pour @1 ENona: ol

b)Onad’ Q‘!) ¢) la courbe de (C ) de g est au dessous de A pour tout x € |0, a| et comme (C ) et

<Un£a

(C —1) sont@etnques par rapport a A donc (C —1) est au dessus de A ainsi pour tout x € [0,a]

‘1(x\ Jor 0 < £ < U, <a donc g~ (U,) > U, ainsi U, > U, alors la suite (U,,) est croissante.

b) ;[Xurte (U,,) est croissante et majorée par a donc la suite (U,,) est convergente et converge vers un

&
R

~1 est continue sur [‘/—f a]

hT U,=1L doncl e [ﬁ a] ammg 1 est continue en L
Y [ ot .
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Exercice 13

Soit 1a fonction f définie sur |0, 1] par: f(x) = ; E —1 etsoit (C) sa courbe représentative.

1) a) Etudier la dérivabilité de f a gauche en 1 et interpréter le résultat graphiquement.
-1

422 21
x

b) Montrer que f est dérivable sur |0, 1] et pour tout x € ]0,1[ona: f'(x) =

¢) Dresser le tableau de variation de f.
a) Montrer que f réalise une bijection de ]0, 1] sur un intervalle J que I’on précisera.
b) Montrer f admet une fonction réciproque f 'et déterminer son domaine de définition.

¢) Tracer (C) et (C') courbe représentative de f1.
Soit g la fonction définie sur [0 '%[ par: g(x) = f(cos®x). Seit (€ g) sa courbe représentative.

a) Montrer que pour tout x € [0 ,E[ ona: g(x) = %tan *.

b) Montrer que ’équation g(x) = x admet une unique solution a autre que 0 et que a € E , Z—T[

¢) Etudier la position relative de la droite A: y = x etla courbe (C g).

a) Montrer que g admet une fonction réciproque g~ définie sur un intervalle J que ’on précisera.
-1 \E —1n7 \"§
b) Calculer g (?) et (g7 (?)

¢) Montrer que g~ ! est dérivable sur J et que pour tout x € J ona: (g7 1)'(x) = 2

4x241°

Soit la suite (U,,) définie sur N par U, = ? etvneNona: U, =g 1(U,).

a) Montrer que pour toutn € Nona: ‘? <U,<a.

b) Montrer que la suite (U,,) est croissante.

¢) En déduire que la suite (U,,) est convergente et déterminer sa limite.

. . o T . _y [l . (k
6) Soit la suite §,, définie sur [0,5[ par S, = Z [g (T) -g (E)] ;neN

- ™
Montrer que J—I;Tw 5, = =

Exercice 15
-2
1+V1-x
1) Etudier la dérivabilité de f a gauche en 1. Interpréter graphiquement le résultat obtenu.

[f ()]
Il1-x

I) Soit f la fonction définie sur |—co, 1] par: f(x) =

2) a) Montrer que pour tout x € |- ,1[ona: f' (x) = —

b) Dresser le tableau de variation de .
¢) Tracer la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (0 ,7,j).
3) a) Montrer que f admet une fonction réciproque f~* définie sur [-2,0]
b) Etudier la dérivabilité de f~! a droiteen —2.
- byolsb_daslye 2890
BAC.MOURAJAA
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Correction fonctions réciproques 4™ Sc Expérimentales

Exercice 4 N
2x+3 ™N

=% x€]—4,+0|

2 QO
2x + 2x+3 x 2x

; 2  2x
W) MmfE) = lim re = Mm@ = im o i =2

0+

1) f(x) =

La droite d’équation x = 4 est une asymptote verticale a C; a droite en 4
La droite d’équation y = 2 est une asymptote horizontale a voisinage de +oo
b) f est dérivable sur ]—4, +oo|[ et pour tout x € |—4 ,+oo[ on a :

iy (2X+3) _2(x+4) - (2x+3) 2x+8-2x-3 5
f(x)_(x+4) B (x+ 4)? ( +4)2 T ez

>0

x |-4 ry.
&7
f'(x) +

f(x) /ﬁ/

2) a) f est continue et strictement croi sur |—4, +oo[ donc f réalise une bijection de | —4 , +oo[ sur

J=f(-4,+x]) = ] Ilm  f(x), ;‘%0 { = ]—o0,+2[ donc f admet une fonction réciproque f 1

définie sur |—oo , +2[. Q)

b) On pose f”i( )O’D( @2y+3=

4x — 4x—3
y =‘\$ainsi‘v’xe R; f1(x) = 5

3) a)Z.}Obirtouth]—4,+oo[;on s

&

2x+3 2x+3 —x2—4x_—x2—2x+3

“x+4 T x+4 x+4  x+4
f(x) — x prend le signe de —x* — 2x + 3 sur |4 ,400[ (x> —-4=2>x+4>0)

fx) —x=0 & —x>-2x+3=0 x=1oux=-3
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x -

flx) —x

position de Cy et A

Intersection

b) Cp1= SA(€s) avecA:y =x

cs?
4) Up=—-1; Upyy = \ eEN

n
a)Pourn=00 -1; -1<Uy<1vrai
Seitn e N ; suppos&e —-1<U, <1etmontronsque—-1<U,,; <1

ona-1<U, < est continue et croissante sur [—1,1] donc

f- 1)<f(!hﬂ\, (1) » 1<3SVpy$1 » 15Vpyy 51
conclusion Nona:-1<U, <1

ur tout x € [-3,1] d’aprés 3)a) f(x) —x =0 = f(x) > x
or — <1ldoncf(U,)=U, = U,y >U,

stute (U,,) est croissante
suite (U,,) est croissante et majorée par 1 donc la suite (U,,) est convergente
: f est continue sur [—1,1]

hﬂ," =L; Le[-1,1] donc f est continue en L
n—
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24— <ay<-2+3 o 2--<-a<2-—-

@1——< a,l—1<1—? ¢1——< (an+1)<1—?=:> Nv

1 1
/1—;<1/—(an+ 1) /1—m =

(Z—i) 1—%l —anm<(2—— ——— CAF —{ =

1
< < =
Ly = P "% P

1
U, <
"
=1 et lim ! =1 alors hm.q)~1

3 2 N4 (o 1 12 e 2
e N b (Egiis




Exercice 13

fx) =3 E—l; x€]0,1]

= lim

fx)-fQ)
x—1

D@ lim

x
(%)
donc f n’est pas dérivable a ga@ en 1 et (C) admet a gauche en 1 une demi-tangente verticale dirigée

vers le haut. 0

b) x = %— 1 est dériva@lrictement positif sur ]0, 1] [0 <x<1o % % 1S % —1 0]

x e —1 est déri@sur 10,1

ainsi f est dérivable’sur]0, 1]

-1
1 =z |

2\ 2t 4x2
X

-1
<0
4x2‘/i—_1 X
f'(x)




¢) f est pas dérivable sur ]1,+oco[ et pour tout x € |1 ,+[ona:

. _ 7 ’: 2x __x
f'(x)=(xZ-—1+x) et L= D

X

f'(x)

f(x)

limf(x) = limVx*—1+4+x=+»

X—+a0 X—+w

2) a) f est continue et strictement croissante sur [1, +00%b réalise une bijection de [1 ,+oo[
sur f([1,+e0[) = [f(1), lim f()] = [1, +oo]

b) Pour tout x € [1,+>[ona:

x2+1 x2+1 g2 _ xt+2x2+1 1 x4+2x2+1 4x2
- 4x2 a2t

x*-2x2+1 x2+1 (x2—1) +x2+1 X 1| +x2+1

4x2 (2x)2 2x

N
~ ] _ ¢

or pour tout x € [1,+c[ona:x%?—1>0 et2x > 0 donc ——

|2x| 2x

= 2
ainsi pour tout x € [1,+00[ona:1.@=J'ixl+J|C +1=£=x
¢) Pour tout x € [1,+[on a %x%) =x
ainsi pour tout x € [1, +oo[ 05@

3) a) Pour tout x € [1,+

3 _ ( 2 x)(m—x) _x1-x2
f(x)=vx2—1+x= %@—1—:\: TS ex [P«

ainsi que pour tout ,+o[ona: f(x) = ‘/_11
—X

b)Pourtouth} +co[ona:
‘q\ﬁu- : ):-\Wuwﬂ =T
ainsi pou uxE[1,+oo[ona_\/ e _%( (x)——)

f®
) P%toutx €[1,+o[ona:

J;@—'E%(f(x)—m)@\/xz—u—-( f0)~gig) +x = 1) =5(f0) —75) + =

efl(x)=y e f)==x
x€[1,+00] y€E[1,+0o]

ooli Mohamed Hechm i




Uni1=f(Up)donc L=f(L) & L=2"" & 1?+4L=2L+3 ©1>+2L-3=0

donc L=1oul=-3 orLe[-1,1] doncL =1

ainsi limU, =1
n-+=

9) V= U+3,nEN

2Un+3_, 2Wy+3 Up+d
a)V _Upp1—1 _ Upta  _ Uptd Uptt _ Uyl Up-1 1V
= = TS — R, T Al T —
M1 y,a43 11243 ait e 5U,+15 ~ 5(U,+3)
Up+4 Upt+d | Up+a

donc la suite (V,,) est une suite géométrique de raison q = letd mier terme V, =

b) La suite (V,,) est une suite géométrique de raison g = —< E < 1 donc nl_tgt V,=0

BRGNS

1 n+1

li S5 -
= e & (5)
0

L ]
= . ’
= VnUn+3Vn=Un—B\ann—Un=—3Vn—1 e U,v,-1)=-3V,-1 &

=—=1 ainsi imU, =1
1 n—+oo

Exercice 5
f(x)=vxz -1 +x$e [1,400[

1) a)x - x* - érivable et strictement positive sur |1,40[ (x >1=2x?>1 =2x2-1>0)
x PVt — l'kx' érivable sur |1, +oo[
x - VxZ — est dérivable sur |1, +oo|

ainsi f e dérivable sur |1, 4oo[
\(x)—l-f(l) g AxE-14x-1 . xt—1
b)f\i’}} 1 A e = et
= lim (x 1)(x+1) Bl (o)

“\\/ xo1F (- a1 pE=t t1=+e
\@i f n’est pas dérivable a droite en 1 et la courbe de f admet a droite en 1 une demi-tangente verticale

dirigée vers le haut.
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_ 1 _ x?—1 _ _ _12—1
f=x (f(y)—ﬁ)-{-y x © = (x—;)+y—x & S—ty=x & y=x-——-6

xt-1 - 241 —1 _x 241
5 e donc f1(x) = -

i

ainsi pour tout x € [1,+o[ona: f1(x) = =
4) onpose fl(x)=y e fy) =x

x€[1,+0[ ye[l,+o] Q
f=x & |y’ -1+y=x oyl -1=x-y = yz—ﬁy—y)zﬁyz—1=x2—2xy+y2

2
e2xy—-xt=1 2xy=x*+1 o y=1

Y IO
i

ainsi pour tout x € [1,4+w[ona: f~1(x) = 55 QJ
Exercice 8
1) a) Pourtout x € [0,+co0[ona: 1+ x > 0 ainsi f est pas dérivable sur [0, +oo[
-1
' _ L g, % _ 2itx | _ —1\
f (x) ( 1+x) =2 (v‘l-l-x) =2 ((vﬁ)z) - (‘/1—4® 0
x ) +

L

F) - :
~

fx) 2 \\k_O»O

fO =2 lmf(x)= lim %:

sur J = £([0, +oo]) = (0)] =]

¢) Posons f~1(x) = yl\'
xelzof ) ye [o o
1 1—x%

1 1
fM=x & = © Jl+y=: =21+y=5 6 y=—7

b) On a f est continue e :3] ent décroissante sur [0, +co[ donc f réalise une bijection de [0, +oo[

ainsi pour to ,0[ona: fl(x) = 1;;
d) Soit g tion définie sur [0, +oo[ par: g(x) = f(x) — x
pour tout ,4oflona:g'(x)=(fx)—-x)=f(x)—-1<0

onaa continue et strictement décroissante sur [0 , +oo[ donc g réalise une bijection de [0, +oo sur

= | tim g(x),9(0) |

g@f(ﬂ) 0=f(0)=2 Iimg(x) :xf_t;fgof(x)—x: —0
\@‘1 9([0,+e0]) = | lim g(x),9(0) | =1-c0,2]

or 0 € ]—,2] donc g(x) =0 ‘admet une uniane solntion a dans [0, 40o[
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