Fonctions réciproques 4™ Maths et Sc Exp

Dans tous les exercices le plan est rapporté a un repére orthonormé (0,1,)).

Exercice 1

1) Soit la fonction f définie sur |—4 , +oo[ par f(x) = 2;—:;- soit C; sa courbe représentative

a) Calculer liﬂ;+ f(x) et liI_{l} f(x). Interpréter les résultats graphiquement.
X—=— X—=T0
b) Dresser le tableau de variation de f
2) a) Montrer que f admet une fonction réciproquef ! définie sur un intervalle J que I’on précisera.
—Af_ 2 —1yr(_1
b) Calculer f ( 2) et (f71) ( 2)
c) Expliciter f~1(x) pour tout x € J.
3) a) Etudier la position relative de C; et la droite A:y = x
b) Tracer Cs; C-1 et A
4) Soit la suite (U,) définie sur N par Uy = —1 et U,y = f(U,).
a) Montrerquevn e Nona:-1<U, <1
b) Montrer que la suite (U,,) est croissante.

c) En déduire que la suite (U,,) est convergente et calculer sa limite.

Up—1

5) Soit 1a suite (V,,) définie sur N par : V,, = =y

a) Montrer que (V) est une suite géométrique dont on précisera la raison et le premier terme.

b) En déduire lim V, et

n—-+oo

c) Exprimer U, en fonction de n et retrouver la limite de (U,,).

Exercice 2
Soit 1a fonction f définie sur |0, 1] par: f(x) = ; E —1 etsoit (C) sa courbe représentative.

1) a) Etudier la dérivabilité de f a gauche en 1 et interpreéter le résultat graphiquement.

-1

14
x

b) Montrer que f est dérivable sur |0, 1] et pour toutx € |0, 1[ona: f'(x) =

¢) Dresser le tableau de variation de f.
2) a) Montrer que f réalise une bijection de ]0, 1] sur un intervalle J que I’on précisera.
b) Montrer f admet une fonction réciproque f'et déterminer son domaine de définition.

¢) Tracer (C) et (C") courbe représentative de 1.
3) Soit g la fonction définie sur [0 ,g[ par: g(x) = f(cos*x). Seit (€ y) sa courbe représentative.

a) Montrer que pour tout x € [0 ,g[ ona: g(x)= %tan x.

‘ooli Mohamed Hechmi

b) Montrer que I’équation g(»* g " TN " a autre que 0 et que a € E /r!w! Z I
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b) x — %— 1 est dérivable et strictement positif sur 0, 1[ [0 <cx<l i >1= % = - 0]

ainsi f est dérivable sur |0, 1|

! -1
pourtout €10, 1[oma /) = (3 1= 1) =3 = | ==
2 |— 4x= [——

¢) pour tout x € ]0,1[ona: f'(x) = _11
4x2

X

<0

x|0
f'(x)
fx)

. o LI o e _
Hanfe) = iy (o=t rboens f(D=0

2) a) f est continue et strictement décroissante sur |0, 1] donc réalise une bijection de |0, 1] sur

J=£00,1]) = [f(D), limf () | = [0, +oo]
b) f réalise une bijection de |0, 1] sur [0, +oo[

donc fadmet une fonction réciproque f~1 définie sur [0, +oo[

D)= SA((C)) avecA:y = x

(0
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1 1 _ 2 2
- 2

ainsi (g () =

@@ =Tmn= 4x2 +1

V3 -
5) Up=" 3 Upsy = g 2(U,); VREN

a)Pourn=0onal, :? doncgsb’osﬂ:

Soit n € N ; supposons que ? < U, < a et montrons que ? <Up1Za

On a g est croissante sur [0 v g[ donc g1 est croissante sur g ([0 i ED = [0, +oo[

Ona£<U <a cbg(\/_)<g(Un)<g(a) :>£< <Un+1<a =>£<Un+1<a

Conclusion pour tout n € Non a: ? =, <a

b) On a d’apres 3) c) la courbe de (Cg) de g est au dessous de A pour tout x € |0, «| et comme (Cg) et

(c 9—1) sont symétriques par rapport a A donc (C 9—1) est au dessus de A ainsi pour tout x € |0, «]

g i(x)>x,0r 0< g <U, <a donc g1 (U,) > U, ainsi U,y > U, alors la suite (U,,) est croissante.

b) La suite (U,,) est croissante et majorée par a donc la suite (U,,) est convergente et converge vers un
réel L
on a g1 est continue sur [?, a]
V3 .
limU, =1L donclL € [— a| ainsi g1 est continue en L

MN—>+=

Ona:U,.,,=g(U)e L=g (L) L=a ainsi limU, =«

n—)eo

= A k
6) Soit la suite S, définie sur [U,g[ par S, = z [g‘l (T) —g! (i)] ;neN
k

sa=s f) o @)+l o) o) M) ()

_ _1(0)+ _1(n+1)_ _1(n+1) —_— _1(n+1)
=-9"(3)t4g > )=49 ;) ainsi Su=g >
n+1 n+1 T _—
lims, = limg~ ( > ) or hmT—+oo et hmg 1(x)—z ainsi ,fiﬁi,sﬂ=_

n—+ec n—+too n—+=c
Exercice 3

D f() = 7=; x€l-w,1]

~2
f)-f(1) 1+\[1__§ 2VI—x
D :Eir x-1 :Eir x-1 :E—>1 (-1)(1+V1=x)
ll 2\!1_1' _ I. —Zm
-1 A-D(A+I1-=z)  x-1- \/ﬁ) (1+VT=x)

= ;Lr (1 x)(l—w'l x)
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h ([;—I ,gD = [h Gt) ,Jf_i):f_zg;h(x) [ 5 g , +00 [or 0e E —;—I ,+oo [donc I’équation h(x) = 0 admet une

unique a dans E ,g[ et comme h(g) =g (g) —g — %tan (g) —g ~—-0,18<0et h (E) < 0 alors

h(x) = 0 n’admet pas de solutions dans E ,g—] ainsi h(x) = 0 admet une unique solution dans a € [1—; ,g[

Conclusion : h(x) = 0 admet une unique solution a autre que 0 et que a € E ,g[

Ainsi I’'équation g(x) = x admet une unique solution a autre que 0 et que @ € E g[
¢) On a pour tout x € [0 g[ ; g(x) — x = h(x) donc g(x) — x prend le signe de h(x) sur [0 g[
Or d’aprés le tableau de variations de h :

** h(x) <0six€[0,a]donc g(x) —x<0
** h(x) > 0six € [a,g[ donc g(x)—x=>0

x 0

g(x) —x G

position relativede A | (C,) au dessous de A (C4) au dessus de A

et ((.‘g)

Intersection /({, (N /({,b\

4) a) On a pour tout x € [0 g[ Sglx)= itan x et x — tanx est dérivable sur [0 ,g[ ainsi g est dérivable
sur [0 ,g[ ; pour tout x € [0 ,g[ B )= Gtanx) = %(1 +tan?x) >0

g est continue et strictement croissante sur [0 y g[ donc g réalise une bijection de [0 ¥ E[ sur

g9 ([0 ED = [g(()), lig;[ = [0, +oo[ ainsi g admet une fonction réciproque g~ définie sur J = [0, +oo]
x—=
2

2

yzg orye [Og doncyzg ainsig‘i(g)zg

b) OHPOSEQ_l(ﬁ) =y;YE€ [O.E[@ 9(y) =§ e ;tany="';_—§ ©tany =3 doncy = —2?“011
1

(-

—t -t __ 2 _2_1 NS
)77 T e e ()=

.t;’(.q“l(‘/—z5
c) g est dérivable sur [0 b T—;[ et pour tout x € [0 : g[ ;: g'(x) = 0 donc g ! est dérivable sur

o (02 = .4t
11

9 1®) 9O

ory=glx) & gy)=x * : S

- byolSb_daolye a8,
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Upi1=f(Up)donc L=f(L) & L=2"" & 1?+4L=2L+3 ©1>+2L-3=0

donc L=1oul=-3 orLe[-1,1] doncL =1

ainsi limU, =1
n-+=

9) V= 3,nEN

Up+

20, +3 2Wp+3 Uptd
Upt1-1 _ U,+2 _ Uptt Up+t _ Up—1 U1 _l(Un_1) 1
5

u,13) = s Vn

a) V1 = = 20pt3 ;= Zni3 Iailz = = =
Uﬂ+1+3 Upid +3 Upia } Upid SUn+15 S(Un‘l‘g)

donc la suite (V,,) est une suite géométrique de raison g = % et de premier terme V, = ﬁ": = _?2 R |
0

b) La suite (V,,) est une suite géométrique de raison g = = et —< = < 1donc limV, =0

n—+w

= S s

1 n+1 5
lim ZVk_ lim — - 1 (5) =7 ainsi lim Vk_ -

n—+oo n—+oo n—+oo 4
) k=0

=,
=Un—+3 e VU, +3V,=U,-1 & VU, -U,=-3V,-1 & U,(V,-1)=-3V,-1 &
n

donc limU, = lim 3(§)n =1 ainsi limU,=1
n—+oo n—+oo ( ) n—+ow

f(x):§/§—1; x€]0,1]

) T LT J
x—>1‘ x—1 x—1" x—1 s x—-1" (x 1)J—

. —(x-1) .

= lim =
— - xX—

Zele— 1 =%

M

2(557)

= hm = lim = lim

X




¢) Etudier la position relative de la droite A: y = x et la courbe (C g).
4) a) Montrer que g admet une fonction réciproque g~ définie sur un intervalle J que ’on précisera.

b) Calculer g1 (—) et (g7V)’ ( )

2

¢) Montrer que g~ ! est dérivable sur J et que pour tout x € J ona: (g7 1)'(x) = P T

5) Soit la suite (U,,) définie sur N par U, = ? etvneNona: U, =g 1(U,).

a) Montrer que pour toutn € Nona: "‘?ﬁ <U,<a.

b) Montrer que la suite (U,,) est croissante.
¢) En déduire que la suite (U,,) est convergente et déterminer sa limite.
. . o /4 . k+1 k
6) Soit la suite S, définie sur [0,5[ par S, = Z [g_l (T) gyt (f)] ;nmeN

Montrer que :fiTw S,=-
Exercice 3

I) Soit f la fonction définie sur |—co, 1] par: f(x) = 1+m

1) Etudier la dérivabilité de f a gauche en 1. Interpréter graphiquement le résultat obtenu.

2) a) Montrer que pour tout x € |- ,1[ona: f' (x) = — E}%
b) Dresser le tableau de variation de .
¢) Tracer la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (0 ,7,j).
3) a) Montrer que f admet une fonction réciproque f~* définie sur [-2,0]
b) Etudier la dérivabilité de £~ i droite en —2.
¢) Tracer la courbe représentative de f~! dans le méme repére orthonormé (0 ,1,}).

II) Soit g la fonction définie sur [0 3 1—;] par g(x) = f(cos? x)

1) Vérifier que pour tout x de [ i ] ,g(x) = LEaitin

2) Montrer que g réalise une bijection de [D : g] sur [-2,—1]
3) a) Montrer que g ! est dérivable sur [-2,—1].

-1

x4y —(x+1)

4) Pour tout n € N*, on pose U,, = (n + n?) [g‘l (—2 + %) -9 ( —2+ ,,Jr_l)]

b) Montrer que pour tout x € [-2,—1]ona: (g~ Y =

a) Montrer que pour tout entier n € N*, il existe un réel a,, € ] 2+— ,—2+ %[ tel que

n+1 ?
-1

ap/—-(1+ay)
b) En déduire la limite de la suite U. . :
- byolSb_daolye a8,
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Correction fonctions réciproques 4™ Sc Expérimentales

Exercice 1
2x+ 3

1) f(x) =

-5

2x+3 Zx+3 2x
00 li::rnf(x) = lim =lim—=2
X—+oo

a) x{}l"}f(x) = lim xo+o X +4  xotw X

-4 x+4
ot
La droite d’équation x = 4 est une asymptote verticale a Cy a droite en 4
La droite d’équation y = 2 est une asymptote horizontale a C; au voisinage de +oo
b) f est dérivable sur ]—4, +oco|[ et pour tout x € |—4 ,+oo[ ona :

oo (2x+3)  2(x+4)-(2x+3) 2x+8-2x-3 5
f(x)_(x+4) B (x + 4)? T (x+4)2 _(x+4)2>
x |-4 +00

f'(x) +
// 2

2) a) f est continue et strictement croissante sur |—4 , +co[ donc f réalise une bijection de | —4 , +oo[ sur

0

fx) Il -0

J=f(-4,+x]) = ]xliﬂj(x) }_131 f(x) [ = ]—o0,+2[ donc f admet une fonction réciproque f 1

définie sur |—oo , +2[.

1 1 2y+3
) = & 4y+6=-y—4

b) On pose f“(—z =y; (yeR) & f(y)=—§=> ) 5

donc 5y = —10 donc y =—2 ainsi f! (——) =-2

i T 1
1))— fl(=2)

SECTE

2

c)Onpose f'(x) =y (x€R) & f(y)=x (y€]-4,+m[)

2y+3

y+4

4x—3 4x—3
e R g,

> & ainsivxe R; f'(x) = o

3) a) Pour tout x € |—4,+oo[;ona:

f=x & =x ©2y+3=yx+4x © 2y—-yx=4x-3 © y2-x)=4x-3 &

y:

) _2x43 _2x43 —¥—dx -x*—2x43
Fi# T %+4 T xv4 T x+4 T x+4
donc f(x) — x prend le signe de —x* — 2x + 3 sur |4 ,400[ (x> —-4=2>x+4>0)

fx)—x=0 & —x2-2x+3=0 x=1 ou x=-3
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X - 1
flx)—x =

position de Cy et A Cr au dessous de A |Cy au dessus de Iaﬁ dessous de A
Intersection (1,1

b) Cp1= SA(€s) avecA:y =x

4) Up=-1; Upyy =f(Uy); neN
a)Pourn=0ona: Uy=-1; —-1<Uy<1vrai
Soit n € N ; supposons que —1 < U,, < 1 et montrons que -1 < U,,; <1

ona—1<U, <1 etf est continue et croissante sur [—1,1] donc

1
(1) =fU,) =f(1) = “1<3=Uhu=1 = -1=Upy=1

conclusion yne Nona:-1<U, <1

b) On a pour tout x € [-3,1] d’aprés 3) a) f(x) —x =0 = f(x) > x
or—1<U,<1doncf(U,) =2U, = U,y >U,
ainsi la suite (U,,) est croissante.

c) La suite (U,,) est croissante et majorée par 1 donc la suite (U,,) est convergente
on a: f est continue sur [—1,1]

HT,OU" =L; L €[-1,1] donc f est continue en L
n— . 3
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alors f n’est pas dérivable a gauche en 1 et la courbe représentative de f admet a gauche en 1 une demi
tangente verticale dirigée vers le haut.

2) a) Pourtoutx € |—o,1[ona:

f)=-2|—2 )= 2
(1+/1=%) 2\1’"~_x(1+\[1'——x) m(um)

;| 4
4/1T—x x (H\;{:;)z 4+1-x (1+\/”1—x) ‘l-v"i_x

ff
v’_

X f2(x) = - {5—% ainsi f'(x) == - -2

b) Pour tout x € |—oo,1[ona: f'(x) = — <0

X

f(x)

f(x)

limf(x) = hm 1+~J— =0 fl1)=

X——w

¢) Voir tracage de la courbe représentative a la fin de la correction de la partie I

3) a) La fonction f est continue et strictement décroissante sur |—oo , 1] donc f réalise
une bijection de |—o0 , 1] sur f(]—o0,1]) = [f(l), xlir_n f(x) [ = [—2,0][ ainsi f admet

une fonction réciproque f~1 définie sur [-2,0[
b)
Méthode algébrique
On poseVx € |- ,1] et VX € [-2,0L fl(x) =X & fX) =x
si x->-2%; X->1"
fH=-2 & f1(-2)=1
i 2) _

. 1
= O o- f(l) = . = 0ER
X-1

donc f est dérivable a gauche en -2
Méthode graphique
La courbe de f admet a gauche en 1 une demi tangente verticale, pour raison de symétrie avec la droite
A: y = x 1a courbe de f~! admet a droite en f(1) = —2 une demi tangente horizontale alors f est
dérivable a droite en —2

¢) Soit C 1a courbe de f et C' celle de f 1
C' =5,(C)avecA:y=x

ooli Mohamed Hechm i




2 2_ i 59 e =
cosy = \,1_ (ﬂ) 3 Jx 4-ax-22 _2/-G+D) _ _ 2/ SHI)

= 3 = car x <0
x X |x|

par la suite pour tout x € [-2,—1[ona: (g7 1) '(x) = — m ainsi (g7)'(x) = x,/ (x+1)

x

4) a)ona:n=>1= 0<-1~51 = —2<—2+}-s—1 donc —2+1E[—2,—1]

tn+122 0<—<lo 2< 2+—<——donc -—2+—E[ +2 1]
n1 2 n+1

1
n+1>n= m<; = —2+m<—2+—

on a g‘l est continue sur [—-2 + ﬁ ,—2+ "] dérivable sur ] 2 + — , =2+ - [ alors il existe un réel

1 -2+
a"E]_2+n_-1+1’_2 +i[ tel que - ( :1)9 () = (g VY (a,)

(24

o (Zram)et(2n) | o (ham) e () | o7 (2tam) 07 (24)

1
2 n+1—2+ n+tl n n+n2

= (n +n?) (g“l (—2 + i) -g! (—2 +F11))
=u,

or

-1

d’autre part (g_i)’(an) = m

=1

ainsi U, = ey

b)on a: pour toutn € N*; U, 1

= A/ —(ap+1)
1

—24—<ay<-2+3 B 2--<-@<2-—-

> 1-2< - an—1<1—— 2 1-1< ap + 1) <1—— o

n+1
11 [ D< f1-2L o
(2—%) 1—1—11<—am/—(an+1)<(2——) #l—m car —a, >0 =

-1 1

1  § 1 1
< & = < < =
(2 niJle‘l @) T ) it (- ik e @D (g ) i
<—1
n+1)\/1ﬁ (2—3)\/1_711

=1 et lim—1 1 alors limU,

2 n—>+oo u) ’ n-+tewo
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) g(x) = f(cos?x); x€ [0%]

1) Pour tout x € [0;] ona:

=
1+sinx

g(%) = f(cos?x) = —— 2 —

1+J1-cos2x 1+/sinZx 1+sinx|  1+sinx

car x € ’[0’2—'] ainsi g(x) =

2) Pour tout x € [0,%] ona:

—2(—cosx) _ 2cosx

m
(1+sinx)2 ~ (1+sinx)2 z0 carx € [0 ’5] jcosx =0

g'(x) =
g (x) =0;cosx=0;x=§
ainsi g est strictement croissante sur [0 ,g]

On a g est continue et strictement croissante sur {0 ,g]

donc g réalise une bijection de [0 ,E] sur g ([0 ,E]) = [g(l)), g G)] =[-2,-1]
car g(0) = f(cos?0) = f(1) = -2 et g(g) = f(coszg) =f(0)=-1

3) a) On a: g est dérivable sur {0 g[ et pour tout x € [0 g[ 19 ' (x)#0

donc g1 est dérivable sur g ([0 %D =[-2,-1]

b)pourx € [-2,—-1[ et yE {ﬂg[ magl'=y e gy =x
1 1 1 _ (1+siny)?

1 =1 = I = 2cosy -
g'(g7'™) 4O T 2cosy

pour toutx € [-2,—1[ona: (g7 V) (x) =

-2 1+siny 1 . 2 . 2+x
g —x o—=- 14+siny=—= et siny=—-—-—-
g(y) 1+siny —2 % + y X y x

2 i, R Dogiu 4. i = e 2 A T
onacos“y+sin“y=1 & cos y—l sin“y = cosy =,/1—sin y,ye[ﬂ,z[
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3) g(x) = f(cos?’x) ; x€ [O,E[

a) Pour tout x € [Og[ ona:

1 1 1 1 1 1
. = 2 = — -1 =-= 2xy—-1=-— 2 == = —
:g(x) = f(cos*x) 5 | 1 2\/1 +tan’x—1 2\/tan x=35 |tan x| 5 tanx

carx € [Og[ donctanx >0

ainsi pour tout x € [0 ,g[ ona:g(x) = -;—tan X.
b) Soit h 1a fonction définie sur [0 g[ par: h(x) = g(x) — x

Pour montrer que ’équation g(x) = x admet une unique solution « autre que 0 il suffit de montrer que

I’équation h(x) = 0 admet une unique solution a autre que 0

x o tan x est dérivable sur [(} . E[ donc g est dérivable sur [0 E[ ainsi h est dérivable sur [0 . g[

pour tout x E[ [ h'(x)=(g(x)—x) =g'(x) — 1——(1+tan x)—1 ——+ tan x—1
— —tan x—-= —(tan x—1) = —(tanx +1)(tanx —1)

donc h'(x) prend le singe de tanx — 1 sur [0,;[ car x € [0 ,g[ ona:tanx>0=tanx+1>0

h(x) =0 tanx—1=0 otanx =1 ainsix :;—'

X — tan x est croissante sur [0 g[

** §j osxsg > 0<tanx<1= —1<tanx—1<0 ainsi K'(x) <0

**Sigsx<gona:tanx21:>tanx—120 ainsi h'(x) > 0

x0

h'(x)
h(x)

h(0) =g(0) = itan((}) =0 h(%) - g(Z

limh(x) = limg(x) —x = lim 1tanx x =+

—— —— e
xZ xz xZ

**on a h est continue et strictement décroissante sur [0 ,E] donc h réalise une bijection de [0 . E] sur

™

h([ﬂ ,;D [ ( ) h(O)] [— -= 0] or0 € [— - = 0] donc I’équation h(x) = 0 admet une unique

solution or h(0) = 0 ainsi 0 est unique solution h(x) = 0 dans [0 , E]

**on a h est continue et stricteme~ 3 ' ahse une bijection de
- bygllsb_dasle 28 L
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