Fonction exponentielle 4°™ Mathématiques

1

A) Soit f la fonction définie sur R par : f(x) =1 + oo

etsoit C; sacourbe dans un RON (0,1,)).
1) a) Dresser le tableau de variation de f.

b) Montrer que le point I (0 , g) est un centre de symétrie de C f-
2) a) Montrer que f admet une fonction réciproque f~! définie sur un intervalle J que I’on précisera.
b) Expliciter f~1(x) pour tout x € J.
¢) Montrer que I’équation f(x) = x admet une unique solution a et que 1 < a < 2
d) Vérifier que Ln(1 + e ) = —[a + Ln(a — 1)].
3) Construire Cy et C¢-1.
4) Soit m un réel strictement supérieure a a et soit A(m) I’aire de la partie du plan
limitée par C; la droite d’équation y = 1 et les droites d’équations x = a et x = m.
Montrer que A(m) = —In(1+ e™) — [a + Ln(a — 1)] et en déduire 1521100 A(m).
a

B) Soitn e N*,on pose g(t) =f(t)—1et I, = f g"(t) dt.
0

1) Vérifier que I, = a + Ln[2(a—1)].
2) a) Montrer que pour tout x € R,ona: g'(x) = g%(x) — g(x).

b) Montrer que pour toutn e N*, I, ., — I, = E [(a —-1)" - ziﬂ]

¢) En déduire que pourtoutn >2ona: I, =a+Ln[2(a—1)] +

3) a) Montrer que pour tout n e N, 0 < I, < 2%

n-1

1 1
b) En déduire lim I, puis liT Z E (a—1)k——
=1

n—+oo 2k

4) Soit5n=21k ; meN”
k=1

n+1
a) Montrer que pour tout n € N*ona: g(t) + g?(t) + -+ g"(t) = et — .‘iT((:))

a ontl
t
b) En déduire quevne N*; S, =1—-e ¢ —J’ g—() dt
0o 1—9()

a nti t a n+l ¢
g—() dt < 21,1 en déduire lim g—() dt

c¢) Montrer ueVnEN*:ﬂSJ’
) q o 1-g(®) notoJo 1-g(2)

d) Calculer alors lim §,,.

n—+o
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Correction Fazzoura 3

A) f®=1+——; D;=R

eX+1 ’

1) a) f est dérivable sur R et pour tout x € Ron a:

f'@) = -G <0

X
)
f(x)

X——0 X——0
b)Ona:xeRe —xeR

1
fe) +fx) =1+ e *+1 +1+ e*+1 =2+ e *+1 L e *(e*+1)

e 1t+e™ 3
=2+ —x+1+ - 2ty =3=2 (E)

donc le point I (l] ,;) est un centre de symétrie de Cy.

2) a) On f est continue et strictement croissante sur R donc f réalise une bijection de R sur
J = f(R) =]1, 2[ donc f admet une fonction réciproque f~! définie sur un intervalle |1, 2[.
b) Posons f l(x) =y = fy) =x
€]1,2] yeER
1 1

— - x— R PN P
fy)=x o 1+le+1 X & ==X 1 © e+1 — = Ele 1

2 2- . = s

eJ’:ﬁ = Ln(ﬁ) ainsi pour toutx € |1,2[; f 1(x)=Ln(ﬁ)
¢) Soit h la fonction définie sur R par : h(x) = f(x) — x

h est dérivable sur R et pour toutx € Rona: h'(x) = f'(x) — 1< 0.

On h est continue et strictement croissante sur R donc h réalise une bijection de R sur
h(R) = ]xl_i)ﬂof(x) ,!_i}:gof(x){ =]—o,+0[ =R or 0 € R donc I’équation h(x) = 0
admet une unique solution a dans R ainsi f(x) = x admet une unique solution a
h(1) =f(1)—1=1+$—1=ﬁ=0,27 :

h(2)=f(2)-2=1+ 2+1 —2 =

h(1) xh(2) <0 donc 1<a<2
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=—-In(1+e % +In(2)
=a+Iln(a—1)+In2) =a+ Ln[2(a—1)] ainsi I; = a+ Ln[2(a—1)].

2) a) pour toutx € R,on a:

1\ 1
gz(x)_g(x)z(e"f+1) e+ 1

_ 1 e*+1 —e*
@t (@ +1)2 (e +1)F

9'(x)

b) Pour toutn € N ;ona:
24

hoa=ta= [ @ @t~ [ g© ae= [ (g0 - g

= [ 910 (0 - 90) ae= |

0

a

=[z9"®] =1ls"@-g"©)

= %l(f(a) -1)" - (%)n] ! [(a 1" — 2_1’1,

By 1 il
alnSanEN' I‘ll‘l'l—ln =;[(a_1)n_2_n

c)Pourtoutn >2ona: I, —




—a

1 e
d)Ona: f(a) = a<=>1+mr1 a e = et G 1<=Ln(

Ine)—In1l+e ) =Iln(a—1)
donc Ln(1+ e %) = —[a+ Ln(a—-1)].

lim f(x) = 1 donc la droite d’équation y = 1 est une asymptote a Cy

x>t

Cf-1 = SA(Cf) avec Ay =x

4) A(m):J’mIf(x)—ll dx=J'm(f(x) “1)dx carvxeR ;f(x)>1
m  q m X mo_ X v
} ex+1dx=J; — dx:—L = dx=—[In(1+ e
=—(In(1+e™) —Ln(1+e®))=Ln(1+e ™) +Ln(1+e %)

=—In(1+e ™) —[a+Ln(a—1)] ua

1
lim A(m) = lim —Ln (1 + e”m) —[a+ In(a—1)] = —[a+ Ln(a—1)]

m—+ao m—+w 0

(44

B) g(t) = f(&) - 1; rn=fogn(t) dt;neN

o (74 1 [14 e—t a e—‘t 24 —e
1) ’rfog(‘)‘“-fo P -fo m‘“—fo m‘“—“fo Tret

=—[In(1+e 9 =— (Ln(l +e®) —Ln(1+°
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3 s n+1(t) Coa agn+1(t)
= f1 roRRa R et

a n+tl
t
ainsivn e N*; §,, = 1_3—“_f M
0o 1-91)

¢)OnavneN':0<g(t) <1 = -1<—-g(1) <0

dt

=2 0<1-gt)<1 =21-g(t)>0

(t)< 1 don

0<gt)<1 = 0<g"™ () <1 = (}<1 =

n+1 (t)
ett~ g est continue sur [0,a] donc 0 <

—g(1v)

Pour toutn € N*,on a:

J' 8O 4o, = J' O L, J' g"(e) dt == f [ 9O i ar

o I—g(@® "

1-9@ ° 0o 1-9() 9

a ntl _ _ n+1i
Nig=— (1-9®)2g"'@®)
0

1-g(t)

_ J‘ “gnti() - 2" (1) — g(Dg" T (®)
0

1-g® dt

dt

_ J’ “—g"ti(t) —g(g"t(v)
0 1-g(t)

(“(1+9(®)g™®
. T dt <0

a n+1( )

1-9® ¢

a . ntl
t
conclusiovn e N*; 0 < f g_()
0o 1—9@)

doncvn e N*;0 < f < 2L 1)

dE =2y

gn+1( )
©) Jjﬁol =0 donc hm 21,,+1 =0 etvne N;0 < f 1——g(tj dt < 21,44

a ntl
(4
st o | 22 gpeio
n—+oo Jo 1 —g(t)
a n+l t a ntl t
g—()-dt et lim 9"

——dt =
0 1-g(t) n—+o Jo 1 —-g(t)

d)vneN*:; S, =1-e*-

Donc limS,=1-¢“
n—+co
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t-gh(t) et t- zln sont continues sur [0, «] donc

1

a ﬂfl o
Osfg"(t)dtsfz—ndt ED-{}SIHSZ—nJ’dt@(}S
0 0 0

ainsi pour toutn e N*ona:0< 1, < —
n

b)pourtoutn eN'ona:0<I,<— ; lim —=0 donc limI,=0
2n n—+oo 2 n—+oo

n—-1

1 1
pourtoutn220na:In=a+Ln[2(a-—1)]+ZE(a—1)"—-ﬁ et lii_nlnzﬂ
n—+oo
k=1

n—1
1 1
y B 2 ' Lro B Bk
donc nl_:ggo (a + In[2(a—-1)] + Z % (a—1) 2") =0

n—+oo 2k -

n—1
1 1
ainsi lim ) —(a—-1)*—-—=—(a+ Ln[2(a - 1)])
kZlk

n
4) sn:ZJk;neN*
k=1

a) On a pour tout t € R ; g(t) # 1 ainsi pour tout n € N* ona:
g(t) + g*(®) + .-+ g"(t) est la somme des n premiers termes d’une suite géométrique de premier

terme g(t) et de raison g(¢) donc :

1- g"(t)) g -g"' v g®  g"li (v

g +g* @)+ +g"() = g(t)( = = =
1-g(t) 1-g(t) 1-g@) 1-4(0
1 L 1 bl 4
t
op 9% _ eTFT _eTFi_ Geal 4.
1-g(t) 4_ 1 et et +1 et et
et+1 et+1

=t

gﬂ‘l‘l (t)

ainsi pour toutn € N ona: g(t) + g2(t) + - g"(t) = et - -

o

b)sn:21k=11=12+---+1n=fg(t)dt+fgZ(t)dt+---+fg"(t)d.t
= 0 0

0

a(e_t g"“(t)) 55

:f(g(t)+gz(t)+---+9“(t)) ‘“=f T1-g(

0

B ﬂ_t _ agn+1(t) T ag“+1(t)
—J;e dt J:,_l—g(t)dt_ e 15 J;_l——g(t)dt
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