REVISION vatnematques

Fonctions primitives

EXERCICE N°1

a) Determiner I'ensemble de définition de Melleque f{x)= X +2

( +x+1)"

b) Déterminer aet b pour que fadmette une primitive Ftelle que F(x)= L

X rxel
EXERCICE N°2 [ 3POINTS | > 15' |

o groa AX=1
Sait f“]_IEH TR
a b

@x+1)  (2x+1)

a) Déterminer les réels aet btels que : pour tout xe D Flx)=

b) Determiner toutes les primitives de I"suri}- % ;+=—.[
'EXERCICEN°3 [(JPOIN]
Soit la fonction f(x)= (x- ”‘iz:_q

1%) Determiner D I'ensemble de définition de f, puis déterminer les récls a et btels que : pour tout x D,
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2*) Determiner les primitives de fsuru-% ;+:.-:{ ;

EXERCICE N°4 [4POINTS | & 25’

1

Soit flx)= —m

1%) Montrer que f admet des primitives sur ]'D:1[ .
2") Sait F la primitive de fsur ]ﬂ;1[ qui 5 annule paur x = i— et g la fonction définie 5ur|}ﬂ;%{
par glx)= Fleosx).

a) Montrer gest derivable sur ﬂﬂjg{ puis calculer g .

b) Montrer que pour tout x de l}lg[ ona; g{l]s—2x+% :
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Soit f la fonction definie 5ur['|3. 4-‘f{ par: f(x)= === et Fla primitive de [ sur [U. 4—'ﬁ| gui s annule
. H‘

en Féro.

1*) Soit Ha fonction definie sur

i) ;[ par H(x)= Fltanx).

et determiner H'( Jr:l :

a) Montrer que Hest dérivable sur {U. %

b) En déduire que pour tout xe

[
0,— tH(x)=x.
-,, 2‘_ (x)=x

¢) Calcuter alars F(1).

2%) Soit G la fonction définie sur [UH[ par : G{ x) = F:{ 'I L ]T F[ 2 > J
W o X+L )

a) Montrer que G est derivable -a-ur[il ﬁ-’!{i et determiner G'( x)

& 35

[

X +1

Soit 1 lafonction définiesur IR par : fix)=1+

1%) a) Dresser le tableau de variation de .

b) Tracer la courbe C derdansun repere urthunnrm&( 0, I,_j]
2*) Soit F la primitive de f sur IR qui s'annule en zéro.

a) Montrer que F est impaire.

b) Montrer que pour tout Xe [0, o 1 < Flx)<2x.

c) En deduire la limitede Fen +=.

d) Dresser |e tableau de varijation de F.

3°) Soit G la fonction définie sur | (0, :| par :6{x)= Fleosx) .

a) Oresser le tableau de variation de G

b) Donner I'allure de la courbe de G sur autre repere orthogonal [ Du}[ on prend F(1)=1.9.
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 Exercice |:
Domner les primitives de f sur I'intervalle | dans chacun des cas suivants :

NS :x———m :l=IR 3f tx= x+3' :I—]—l;w[.
& (x+2)

_ , o Lo l® R ) 1 S
2)f (xS anx+wn’x .fa}—z,—l_z ] 6)f & X1 = 1 ol =0
I
X

Nf cxioxde 9 =R NS :x=ceos'x ;1=IR,
0/ :;Hésin(-;-) s 1=10, vee]. 8)f :xn-i:J; 3 1 =104,
Lxercice 2

v

Soit Ia fonction [ définie sur |0, 4| par f(x) = =y
1) Jwstifier que | admet une seude primitive F sur [0,4%{ qud 5'anmule en 0.

2) Sait (i la fonction définie sur [ﬂ,%[ par G(x)  F(tanx).

a) Montrer que G est dérivable sur [ﬂ'. ;[ el gque G'(x) = 2tun3x.
b) En déduire que pour tout réel x f\.ﬂ,ﬂ, G(x)=2tanx-2x

¢) Donner alors F(1) et F[%)

Exercice 3 :
On considére la fonction [ définie swr [-1,1] par f(x) = 2= J1- 2.
1) Soit F la primitve de [ sur [-1,1] qui s'annule en 0 et (i la fonction définie sur [-1,1]
par G(x) = F(x) + F(=x).
a) Calculer G'(x) pour 1out réel x de [-1,1].
b) En déduire que F est impaire.

2) Soit H la fonction définie sur [ﬁ.%] par [1(x) = Flcosx)-F {siﬁ x).

a) Montrer que H est dérivable sur [0, -E] et calculer H(x) pour tout réel x de [ﬂ, %]

b) En déduire que pour towt x de [&%J. H(x)ex-%+-ljm’:-§sin" X
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Lycée pilote de Bizerte Serie d’exercices n*18 Prof:M.Benali

4éme Math 7 7
Exercice 1: soitf(x) = h_'? XER m_F Ia primitive de f sur R l&lt‘:unF(D]iﬂetF{'l}-%
1) Montrer & l'aide des LA F que |Fix)js x| : ¥ x CR
2) a) On pose g{x) = F(x) + :_ ;:H.Mamuquetaatmmmmwn,u[,
b) En déduire que F &5 majorée sur [1, +=] et qu'elle admet une limite finie | en +=.
2) Soit g(x)= F(x) +F{£—}:xt 5 Caiculer g'(x) . En déduire que g(x) =2F(1) elquul*%.
3) Montrer que F estimpair puis tracer la courbe C 4 de la fonction F dans un repére athonomé (.0, ]) .
4) a) Montrer que l'équation F(x) =2x -1 admet une seule solution a €0, 2’
b) On considére la suite U didfinie par . Us=0 et U...,-1+F{~;- Ud: nen Montrer que ¥ n € N ; U, € [0,2]

et que |Up.-20] S % |Ux -20]. En déduire que U esl convergenic ot déterminer sa limite.

l—cosx

Eﬂ;h_eaﬁsmhfmmmummwhmx

) Dresser le tableau de variation de f et tracer la courbe représentativa de £ dans un ropére orthonormé (04 )) du

pian,
2) a) Montrer que f admet unc fonction rédiprogus g Gcfinie sur R.. Tracer la courbe representative do g dans

un rapére (0,7, /).
: il 1
b) Montrer qu sl dévivable s ; et x)= -
) que g surj0, +=[ et que g'(x) ﬂm

1
ﬁ JJ. Montrer que pour tout entier nature! non

E}memmﬁrl.dn.mmm\fﬁ(ﬂ:"'ﬂ][ﬂ[%l-ﬂ(”

E 3 i
nul n, il existe un résl U, da I fle] —, —[ tal Vo= ——=. . En déduire |3 limita de Iz suite
U, de l'intervalle | = ﬂ[ que AT U0, suite (V.

Exercice 3: On a représenté dans la graphique c-contre les courbes 2 of I dune fonction { définie ot

dérivable sur |0, +w| et de sa dérivée . D st unc asymplole oblique & C au voisinage de (+o0),

1) Reconnaltre permi & et I' celle qui représernte f.

i}Munlr;Qua f admel une fonction réciprogque st détorminer son ensemble de définition 1 .
racer :

3)  a)Onadmetquaf(x)=b+—% pourtout x>0. Déterminer a et b
,b]&mﬂwrmm:eﬁﬂmrtmﬂxbumuﬁede (%) pour tot z ¢
4) On pose gixi=to Il{x}tqlqucﬂixja ! ;IE[D,EI."
a) Dresser o tableay &gnrimf;:g. En mfﬁe que g est bijective.
b) déterminer lo domaine k de dérivabilité de g el calculer () ( o)

€) Tracer la courbe de g et celie de g” dans un méme r.0.n [U.?.}}
P 1 |x]
Exercice 4 : Onpose g(xjs -—+— IXER
2 21+x

1) 8) Varifier que ﬂiﬂpﬁmpﬂbﬁ@lﬁ,l{!ﬂ g(x) et ﬂm

&) Montrer que pour tout réel x - -% =pi)<0

2) Monlrer que @ admet une seule primitve { swrg lﬂmnef[a}-%
b) Délerminer i(x) pour tout réel x.

3) Dresser le tableau de variation de f eucin st An

b) Montror que que &, adma -

€) Montrer que h admet e




Lycée pilote de Bizerte Serie d'exercices n°19 Prof:M.Benali
il . 4émesc
Excreice 1. 1) inaiquer la seule bonns réponse pour chacune dex questons survants -
1) Lafenchon x — x+2cos( —!!'-E ) &St une primubve sur B de

[ B

" X F | w X o X
)X i 1-2 gin [=—— bjx s 1=5in - Q)X i+1- sinf{=—== =
) n[2 4_! )] (4 2.5 ) “H’? 4]

2) La primitive sur [0, ] de x + c{:s"(;} yuisannuieen 0 esi:

-lgi—pE:tlnt-;} b)x — %m{g} c]:-—';+t&ﬁf;}

) Répondre par « Veai » ou « Fayx » en justifiant s réponse

1)Si F estune primilive de 1 sur | alors B estune primitive de £ sur |,

2) Les primitives o8 x 1 cos x Qs £'annulent respectivement en 0 et en 1 sonl dgales
3) Si f estimpaire et F une primitive de | sur & alors F est paire

Exercice 2 : Donner une primitive de { sur | gans chacun des cas suivants.

= = fi: e x =1 : - o ? E
1rﬁx}-{x’-ﬁr+ vi=2y [I=R. 2) HHFEIEI_}'-{I"T:-]‘ iF ]2, + {3 1x)=x .,_;‘q; +4)* =R

A s (x=1)" 2%+ 3P [[=R B) i) = J]_ﬁ—-;-rﬂ:- il eml BYHX) - sin®x e hﬂlq-%-;'-l
U e 4

7) #3) = sin x tan®x Jr[ﬂ,j—[ B}i:x}--l—:in—;:h{ﬂ. [ Ejft‘xl={1+a@)’*h{f+1}’:l=n.

2

s
Exercice 3 : Dans le graphique ci-cantra. T désigne la courbe d'une fonction f
définie ¢l continue sur i nmmnmm*{;): £ (1) et £ (1).

2) On admet cue #) = 27 « | 1 —x| pour tout rée! x

a) Mentrer que | admel une seule prmitive T lelque F(1)=1.

b) Déterminer F(x) pour tout réel x puls dresser son lableay de variaton.
3) Mentrer que F admet une fonction réciproque F' . Tracer C F et C F.
Exercice 4 : On g tacé dans un repére orthogonu! (0.4, /) la courdbe C dune fonction # dérivable sur @
1}MunmqueindmetumwiqurhnlﬂmeRlelque F(0) = 0. o 'y
2) Préciser je sens de varation de F etmontrer que F estimpair.

-

a

3) a) Monlrer que v x 2 2, F(x) S F(2) + ;—% Disduira ji“l F(x)el Iim F(x)
b) Montrer que C» adme! un polnt d:mrlaﬁnn. '

L. —
4) On admél que pour tout xe R maﬂt}r;(!ilr.?} eton pose Gx) = F (tanx) : x €10, 3-[
Al L - -

a) Montrer que G est dérivable sur [0, %Ie& calcuier G'(x).

b) En dexduire que vx ¢ [0, = [ G(x) =x- : tanx. Calculer alors (1), I-'-[-l. ) e F(.L_;.
2 2 B3 J3

¢) Onadmel que lim &?;-m : Tracer s courba de F.
X

a—=
Exercice 5:Sot ne N et f, I tonction définie sur -1, 1 par ln{x}=ih’ 1
1) Monter que £, admet au moins une primitive sur -1 . 1[. i
2} a) Son E. Ip primitive de 1, sur F1. [ qui sannule en 0. Montrer que: Fefx) = ’Tj-x: ;
b £ décure une autre cxpression de f.(x) pour tout xe] 1. 1]
3) son GCF% 'zl'-‘i U e sule délnie sur N pnraupié (I+Zmne+3an*a+ . «ntan"'g)

Deduie de co qui peéchde lim U,
4 byellsb

Emmy .,
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Cn 'ehe c, :';J;&

ealivtion | ¢ Soit [ une fonction continue et positive sur un intervalle [a b).
Soil ¢ sa courbe représentative.
Le plan est muni d'un repére orthogonal (O, 1, ).
On appelle
o Unité d'aire (w.a.) : I'aire du rectangle biti & partir des points O, [ et |,
» Domaine sous la courbe : domaine délimité par la courbe %y, 'axe des abs-
cisses, et les droites d'équation x = netx = b (o < b).
Ce domaine est l'ensemble des point M(x; v) du plan tels que:
nEx<h et 0 fix)

 Intégrale de f surla;b]: o mesure de
I"aire en w.a. du domaine situd sous |a
courbe r‘.f

[
On la note ; f Flx)dx
il

_<

= r--.-.-.-....

Exemple i On donne la représentation
suivante d'une fonction f sur |—2:3]
ainsi que les mesures @ Ol = 2 cm el
Q) = 3 cm. Caleuler ;

o L'unité daire.

)
" fa..!‘l.ﬂd-l puis atre en em?

0 L'un':!-;. J:'.l.u& +|ax3 = € C.-lu'

O 13[‘) dx Way = A QIIc.)-.-J’c. (az en.)

= &5 x4 +Q‘I-"EE)*4-
.‘ —

v  elBl de>lis 2990
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Propriete | o Relation entre aire et intégrale

& Soit / une fonction continue sur un in-
tervalle [o; ] telle que [ < (. Soit &
I"aire délimitée par la courbe, 'axe des
abscisses et les droites x = aet x = b,
On a alors ;

b
o = —[ fix)dx
d
Soient deux fonctions f et g continues
sur [a; b] telles que f 2 g. Soit & l'aire

comprise entre les deux courbes et les
droites ¥ = get x = b. On a alors :

b
H=f[_,"—;.:1lx]d.t
L

Solt [ une fonction continue sur un intervalle [n.hl [a<b)etsoit C sacourbe représentative dans

wh repére orthonormé(0,0,1) du plan, On considére la partie & du plan limitée par C, I'axe des
abscisses et les droltes d'équations x=a etx = b
Solt V le volume du solide de révolution engendré par la rotation de la partie & autour de I'axe des

absclsses. Alorsona: V= :th {ﬂ:]}']dx (unite de volume )

L,g)Sb_da>lye g8g
BAC.MOURAJAA.CONM
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Primitives et Calcul d’'une intégrale

Soit f une fonction définie sur un intervalle I.
On appelle primitive de f sur I, toute fonction F dérivable sur I dont
la dérivée F' est égale a /.

Exemple :

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = 5x + 2.

Les fonctions F et G définies sur R par F(x) = %:’ + Zx-?etﬁ{x}=%ﬂ + 2x + Bsont
des primitives de f.

Soit f une fonction définie sur un intervalle /. On suppose qu’il existe une
primitive F de [ sur |
L'ensemble des primitives de [ sur | est I'ensemble des fonctions ¢ définies
sur [ par G(x) = F(x) + k ol k décrit R.

Preuve :
Soit G une primitive de fsur [.Onadonc G’ = F = f.
Doncpourtoutxel,ona (G- F)'(x) = 0.

Donc la fonction G - F est constante sur I'intervalle [, il existe donc un réel k tel que pour tout
xel,ona (G- F)(x)=kdol G(x) = F(x) + kpourtout x € [.

Réciproquement soit G la fonction définie sur | par G(x) = F(x) + kol k< R.

On a G'(x) = F'(x) + 0 donc G'(x) = f(x) pour tout x £ | donc G est une primitive de f sur I.
Si la fonction f admet une primitive sur un intervalle | alors elle en admet une infinité.

Soit G et F deux primitives de f sur [ tels que G(x) =F(x) + k, alors dans un repére

orthogonal (0; i,j) |a courbe représentative de  est obtenue a partir de la courbe
représentative de F par translation de vecteur J .




Soit f une fonction définie sur un intervalle I. On suppose
que [ admet des primitives sur [. Soit x; et y, deux réels tels que
Xg el.

Il existe une unique primitive F de [ vérifiant Fix,) = y,

Preuve :

La fonction [ admet des primitives, soit G une primitive de f.

On considére la fonction F définie par F(x) = G(x) = G(x,) + ¥,

F est aussi une primitive de f car F(x) = G'(x) = f(x).

Deplusona F(xy) = G(xg) = G(xg) + ¥o= ¥y  Donc F existe.

Soit H une autre primitive de [ vérifiant H(xy) =¥,.

On sait qu'll existe un réel k tel que H(x) = F(x) + k pour tout x & [.
Donc en particulier on a H(xy) = F(xg) + k d'oll yo= ¥+ kdonck =0Odonc H = F.
La fonction F est donc bien unique.

Exemple :

Soit f la fonction définie pour tout x € R par f(x)= 2x + 3

Déterminer la primitive F de [ telle que F(3) = -5

On vérifie facilement que les primitives de f sont F(x) = x* +3x+k, k € R
Sionveut F(3) = -5 alors 3*+3x3+k= -5 dol k=-23

La primitive cherchée est donc F(x) = x* + 3x — 23
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EXERCICE N

Déterminer une primitive de Fsur Pintervalle | duns chacun des cas snivants §
1= (Fexat)@x D 1o R 2 [x) = {:;-:T =R
Jr."+3:"-xz+|- 2:!:-|-7|' e Jiie]

- = 00| Af ((x) = 5
X L

2sinx 3 ] = uf .
SIfx) = ——a | I "R 6/ Mx) = 1gx + tg7x [']---—{
(2+cosx)’ 23 .

Ain
o COs X - " [1] 1=1o
L -

o - Q% '

Soit I'Ia fonction définic sur [0,+s] par f{x) = Iﬂfx} \/\ EE

1/ a) Montrer que fadmet sur [0,4<0] une unique primitive ¥ telle q

3 f(x)=

b) Montrer que pour tout x € [0,+ef , Fix) = 0. Q PP
2/ Soit G In fonction déﬁuw.sur[ —[pﬂ:G{x} F( tan® x \
n}Mﬁntr:rqueG:stdénvnblcsm utquuﬂ n X pour tout x € {J [

b) Donner I"expression de G(x) pour tout x g@)

c) En déduire la valeur de F(1). C/
EXERCICEN® §
Soit la fonction [ définie sur [@pﬂ fx) = x* = J1=-x2.
17 a) Montrer que [ admet une primitive sur [~1,1].
b) Soit F la primiti sur [-1, 1] telleque F(0)=0 et G ln fonction définie sur
[-I ljpar G (x)= B(x) + F(-x)
Calculer G - tout réel x de [-1, 1] En déduire que F est impaire,

2/ Soit H la fq@ynn défime sur[ﬂ J par H(x) = F(cosx) - F(sinx).

aJMungl?p\qQ H est dérivable sur[ 2] et calculer H'(x) pour tow réel x de [ﬂ 2

bi\ déduire que pour tout x n‘e[ﬂ 2] H{x)= x - E 1 %ms’x - %Ein x

¢) Calculer F(1)
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Exercice 1

X

X -
Onpose:l=[7 —2E _gr et J=[> =
R cosx+sinx -': cosx-+sinx

1} CalculerI+Jetl-]J.
2) En déduire | et J.

Exercice 2

L'objectif est de calculer les intégrales suivantes :
1 2

e & o0 oo~
I=J 3 J=I dx; K=L1J.r*+2dx.
Yoo/ x? +2 vafx* 42

I. Calcul de 1
Soit la fonction f définie sur [0; 1] par f(x) = In(x+y/x" +2).

a) Calculer la dérivée de la fonction x +— v x* + 2.

h) En déduire la dérivée /" de f.

¢) Calculer la valeur de 1.

2, Caleul de J etde K

a) Sans calculer explicitement J et K, vérifier que : J + 2] = K.

bh) A 'aide d'une intégration par parties portant sur l'intégrale K, montrer que :
K=+3-1J

¢) En déduire les valeurs de J el de K.

On pose [, = I.rdr et l, = Ix{ln x)"dx pour tout n entier non nul.
' |

. Calculer /; et /. (on pourra utiliser une intégration par parties).
. Montrer que pour tout n entier 2/, +(n+ 1), = ¢°. Calculer |;.
. Montrer que pour tout n entier, /., </, . En déduire en utilisant la relation du 2°

nel
5

2 2
I'encadrement suivant : ——— < I, = g ..
n+3 n+2

. Caleuler lim /_ et lim nf,

W s b v M =

Exercice 4

On considére I'intégrale : [ = i[:l"ez'd: . 0l n est un entier naturel non nul.
1) En utilisant une intégration par parties, calculer I;.

2) En utilisant une intégration par parties, trouver une relation entre /_ et/ .
3) Endéduire lx et 3.

4) Utiliser les résultats précédents pour calculer I'intégrale : 1 = E (t'+ 3¢ + 20)e™ dt .




Exercice 5

Dans un repére orthonormal , (unité graphique :1 cm), on considére la courbe composée de
I'are (OA) d'équation : y=vr.; . pour x € [0 ;2], et du segment [AB], oit A(2 ; V2 ) et B(5: 0).

Calculer la valeur exacte (en cm’) du volume V du solide (S) engendré par la rotation
autour de l'axe des abscisses du domaine plan coloré.
Donner une valeur approchée de V en em *(a un mm’ prés).

Exercice 6

Dans cet exercice, n est un entier naturel non nul.

On consideére la suite (U,) définie par : U.=L={%%3}efdr =

1)a)Soit @ la fonction définie sur [0 2] par: (1) = 2323- . Etudier les variations de @ sur

[0 ;2]. En déduire que, pour tout réel ¢ de [0 ;2], %&p[tls% i

b)Montrer que, pour tout réel t de [0 ;2].on a : %e%$ lp(l}e':’ 5% ef: :

¢)Par intégration, en déduire que : %n (e"-1)sU. < %n (e"-1).

d)On rappelle que : Erg (T-]ﬂ . Montrer que, si (U,) posséde une limite L, alors, 3= L 5% >

i | - . e IR
2)a)Vérifier que, pour tout dans |, on a : vE] 2 3

En déduire I'intégrale / = [ 265307

t 2 2
b)Montrer que, pour tout t dans [0 :2], ona: ISe” Se" . Endéduireque: /1 sU, <e " x/.
¢)Montrer que (U,) est convergente et déterminer sa limite L
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Exerclce 7

L'objectif est d'étudier la suite (u,) définie pour tout entier n 2 0 par :

ol I r x*
H"=Jﬂmdx et, pour i 2 1, H_—Lﬁdxi

1. @) Soit / la fonction numérique définiesur [ 0 : | | par:

Slx)=In(x +1+x%),
Caleuler la dérivée /' de [ En déduire uy .
b) Caleuler .
2. a) Prouver que la suite (u,) est décroissante (on ne cherchera pas a calculer u,).
En déduire que la suite (u,) est convergente,
b) Montrer que, pour tout nombre réel x appartenant a l'intervalle [0; 1], ona:

I <V1+x? <4/2.

En déduire que, pour tout entier n 2 1, ona :

] Eu_s—l-.

| —
o (n+ 12 n+1

Déterminer la limite de (u,).
i - -
3. Pour tout entiern = 3, on pose : |, = L x" a1+ x dx.

a) Vérifier que, pour tout entier n 2 3, 0n a &ty + tip2 = |
Par une intégration par parties portant sur l,,, montrer que, pour tout entier n 2 3, on a:
Aty + (1= 1) -2 =2
b) En déduire que, pour tout entiern = 3. on a :
' (2)  (2n-1u, <2,
¢} A l'aide des inégalités (1) et (2), montrer que la suite (nu,) est convergente et calculer sa
limite.




Correction Sévie 2 - caleul intégral

Exrrcﬁ:re 1
COsS X sinx

I= —-dr J= ~——————rdr
U cosx+sinx ¢ cosx+sinx

]} F AT o= Y COS X e+ sinx - ‘m51+SIHIdr d" = riété de linéarité

O cosx+siny u ms.t+sm_x D gosx+sinx

:+J=j‘f[-m={xﬁ doir [1+7=2

cusx Sm.l' -cns.r sin x u(x
Jmg=[SSX . [5__SiNX . _[Seosxosing, (Su(),
" cosx+sinx Cosx+sinx " oS xX+Sinx u(x)

En posant u(x)=cosx+sinx onau'(x)=cosx—sinx

COSX—sIinx u'{x] u(:}
! 1-J= 1 In
done T d'oi r d.'r | n[u{t}]];' [ [cusx+smx]]:

soit f—J:]n[l+_v§]_[n|ﬁ f—J=[n[I+J§]|
2 2 2
i x 143
2) On a le systéme formé des deux équations: I+J=; (1) et I=J=In 2 (2)

(I}+(2}mh%+%xl [HJ-J‘ (1)-(2)= J-%—%xln[Hf}

Exercice 2
1) IIJ‘t dx : J-jt X dr; K=j' o+ 2dx. f(x)=In(x+4x"+2)
T b el #

a) Posons g(x)= Jai+2 , & est dérivable sur B comme composée de fonctions dérivables et :

g'(x)= & soit [g'(x) =
24t +2 s_)'.r +2

b) f(x)=1In(u(x))./ estdérivable sur B comme composée de fonctions dérivables et : f'(x) =-

avec u(x) = x+yx’+2=x+g(x) & u'(x}=l+3—;r :ruT.x}=Tx+ zx;;z
X

X+2

w'lx) x+J.r +2 I

Done on a: f'{.\')‘— (%) m ﬁ— f'{.\'}=m¢.
= = | : = = ' = y—

c) L= Lﬁ Lﬁ“’* [ s =[], = £~ £10)

soit f=m(1+J§]-mJ5ﬂ |
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i e , I : - I
2) IzI“F; J=L7;fdx; x=LJx=+zdx

1 2 -1 —
a) J+21= L:Fdx+2qu_ Ijt_:Tz =.[l\‘.‘l'1+2£il'(l’_'ﬂr 7‘:1-=‘J;J
Done onab&en:
b) K=£Jx’+2dx=ﬂlxx2+2dr

En utilise une intégration par parties: on pose u'{x)=1 v(x)= N

u(x)=x vix)= =

2

x+2

K= j*d'x+ 2dx = [m’]“ Iu)(v'itﬁx [IX‘J ]ﬂ IxxJi

K:[xkﬁil“-—ﬂxx\hj_ﬂ [xx ] j [xxv‘ l -J.
Finalement ona:.

¢) En utilisant les deux relations: J+2/ =K (1) et K=3-J (2)

dx

J_

On reporte l'quation (2) dans (1) onobtient: J+ 2/ =3-J < 2/=3-2] <

1+43

Soit d'apres la question 1) J’=———h:|
P qu 2 Tz

I+-J-

La relat 2)d KSJIK:!-**—,
relation (2) donne s0i 5 7;—

po— " . i
On consideére l'intégrale : [, = _Lt e"'dr , ol n est un entier naturel non nul.

D i =L|Iez"dr on pose : u(f)=1 et vity=e", dob :u'(t)=l e u[.r):%e

Dunc!,:[m%e ] le—e"dxm! =[ Xe ] [ t’"lﬁ I,=E=:1.

I'Il

2”;7'_[ t"e’'dr,onpose : u'(t)=1" et v(it)=¢", dou :u(r)= =i et v'(t)=2e"'

mwl ! 1 mwl el
I —[—f—-xe } - I—IxZE’*drﬁf [ J : - e dt

n+1 LTS n+1

.1 2 2 "
=!n= H+le1! _mxflﬂsg:}f-: - 2.\'!“:3'-["4-“!‘_

1




3) onprendn=1,2l,=¢ =21, & I, =f—:;-;, el =5

2
sin=2alors: 2/, =¢’ -3/, = I, =%-%f: ol =——=

4) L= (t3 + 312 + 2t)e2t dt .
1=[ (¢ +3¢ +2) e di = [ Pe¥de+ [ 3'eVdi+2 1e"di En utilisant la linarité de Vintégrale.
I'=1+31,+21

2 - 2 - LIRSy o : i
e +3+32 l+2e +lﬁf=E +6e" +4e¢ +3 5"'4,:,
8 4 4 8

Exercice 4

On pose [, = jxdx et = Ix{]n x)" dx pour tout n entier non nul.
| 1
f -1
Di,=|xde=|—| = 2
o 7] -5
I = Ix{ln x)dx . On utilise une intégration par parties:
I

T

On pose : u'(x)=x et v(x)=Inx, dol utxl=§m vy =1
' X

2 X .

‘ - e g |2 7 W | o x
4; =_!'.1:{]11.u:}isi:u:=[u'.:w:'ur]:—j'l uxv dr-[Elnx]:“l— —dx-[ 5 m:]:af—dr

5 X

2 4

[ .2 i il o 1
Soit,f1=‘|:x J:I o1, e & |
I

2) 1, = [x(inx)'dx e I, = [x(inx)"'dx
| 1
En effectuant une intégration par parties sur /__, :

On pose: u'(x)=xet vix)=(In :1']""'i .d'ou u(x) =§ et v'{x}={n+l}l{hl.r)'
x

€ v — 2z
i =!x[[nx}"+ldr={u:-wr - [fuxviaxe 1, =['?x(lnx}"ﬂ:[—fl %x{n+l]i—{lnx}'dr

2
L =%_ n;l _|'t x(nx) dees 1, =§—"THI_ .ainsiona |2/ +(n+1)_ =¢’

2 ¥ bl
Pﬁmn=10na:212+2fl=e’ﬁfx=€—zafl @fz=e'1‘_e‘-_l-l
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Mr. ABIDI Farid Correction Serie 2 : calcul integral

3) 1, —1,=[x(Inx)""dx—[ x(Inx)"dx en utilisant la linéarité de l'intégrale, on a
I

I

1,,-1, -.—-I(x{ln,r}"” —x(Inx)")dx en factorisant par x(In x)", ona
1

L =1, = [x(nx)" (Inx—1)dx
I
Pour tout x de l'intervalle [Lie], x(Inx)" 20et Inx-1<0

Done : x(Inx)" (Inx—1) £ 0, la positivité de l'intégrale permet d'écrire: j:{h X)) (Inx=1)de<(
[

Dou, I, =1, s0& |1 <1/, |, on en conclut que la suite (/,) est décroissante.

el W

2 1

e e
Montrons que : ——s [ € ——,
T

+(n+ =& =1, =%——I,

La relation du 2° peut s'écrire : 2/ >

Comme [/, </, alors % - "TH I, =1, enremplagant /  par sa valeur.

2 2 2
i—if'-l.r,, o7 0 e By HF—S[I+£ﬂ]fn LS s o
2 2 2 2 2 2 2 2

Pour montrer le deuxiéme membre de l'inégalité, on utilise le méme raisonnement au rang n :
onal sl &1 s/,

el
La relation du 2° peut s'écrire aurang n : 2/, +nl,_ =& &1, = r. 5
n o n

I

-

=1 = B 1, en remplagant /__, par sa valeur
non

Lsir

n=|

L]

e 2 2N & N——
[ S——=I 1, (l + —] < —, d'ouapres simplification:
non n) n

£ wy e
n+3

En grouppant les deux inégalités on obtient: 3
n+

e . €& I —
=] =0, d'aprés le théoréme des : : :{lim/ =0}
T Lmn+2 aprés le gendarmes, on a: |[lim/,

La suite (/,) converge vers 0,

4) lim

2
nxe

n+3

lim

s=nxl < ;
"
n+2

nxe’
n
La suite (n/,) converge vers e.

=¢’,d'aprés le théoréme des gendarmes, on a:

 Lyallsly_das
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Exercice 7

; i N ]
Pour tout entier naturel n 21, u, = dv et wu,= dx.
j" Jl+x: ! I"Jl+.tz
1)a) On considére la fonction f* définie sur [0;1] par: f(x) = In (.r+\“ +x )

[ est dérivable comme composée de fonctions dérivables et :

2x x4+ l+.1u:1

1+
S (x) 1+\Jr]—-:x—:¢#f{x} _r+\!_ < | (x) 71+I:.

DFOI:LH&:-I-'IV’I_'I_T = E= . ) y un=h1(1+JlT},
X - 2x lﬁ’{.\'}
b) nrl—_[n—mdx D—zmdx ol L av=[ i) | [J|+ lsa;:

i x"
2)a)Pour tout entier naturel n=1: u_= J dx
R LW T

1 x™! i x"
M -y, =Iﬂﬁ&_fﬂﬁ&
X" - 1 x"(1—x) R E—.
= ——dx ] la linéanté d CS.
I -J]: I JI+_ apres la linéarnité des intégrales

x"(1-x) <

Pour tout réel x e [[};1],:’—2 Oetl—-x<0, donc 0.
1+x° 3I+f

Par passage a l'intégral (positivité de I'intégrale ou conservation de l'ordre), on en déduit que:

Il%“—-tﬁtﬁn la suite (u, ) est donc décroissante.

l+x

x-"l‘

m??{] e u, —IT—ix}ﬂLasmte{u ) est minorée par 0.

(u,) est minorée et décroissante, elle est donc convergente.
b) Pour tout réel xe [0;1], ona: 0y’ Sl 11+ €2 & 1<V1+ 2 <2

En prenant l'inverse on a: 7‘-5711—_ <1, en multipliant par x* qui est positif, on obtient:
+x°

T Tﬂx lemﬂgﬂﬂrlnlégm] donne: ITdIS‘[7=-i\'5J x"dx
+ X"

g | b g ' I 1

d'o: [Exrﬁl} [ :L:p 2{n+l}£“'s_l (.

lim 75{17] = lim - =0, le théoréme des gendarmes permet de conclure que
n+

I - i=p+= g 4 |




3)a) Pour tout entier naturel n 2 3, on pose: [, = I 14 X,

2+ 1) L
onau, +u, _ =I mdﬂ.j‘m j z dx:j X x +ldx (car 5;#\{;].

I+Jr

Donc on a bien |u, +u, , =1 |

En utilisant une intégration par parties:

/, =J'u' 4 x’dx=j:v'{x‘]>< w(x)dx en posant : vi(x)=x"" ,,.;,]_-‘_I

'H{_\‘] = dl -+ .t': ‘H-"(I] - ' i~
Dioix: 1, =[v(x)xw(x)], - L' V(X)X wi(x)dr,

w=| i
soit }"=|:~.-‘I+.r=xx ]

—jl Tn-lx X dx
“n-1l J]+x
1+ x° {n' lﬁ

Done finalement on a:

comme u, +u,_, =1/ , en remplagant l'expression de /_,

on obtient apres simplification: |nu, +(n—1u__, =2|

b) La suite (un) est décroissante, donc on a :

u, =u, , e (n—1u, =(n—u,_, en multiphant par (n—1)
& nu, +(n—=Du, <nu,+(n—=1)u,_, enajoutant nu,

& mu, +(n—1u, <N2 puisque nu, +(n—Du, , =2

ainsi on a: (En—ljuﬂiﬁ (2)

J2

2n-1
d'ou en utilisant la relation (1) ﬁhi u, < d 15 Iﬁl
n+1 n+ n-=

¢) La relation (2) donne (2n—1u, <42 ©u, < 2n-1>0

on a l'encadrement: : <u,< V2 et en multipliant par n,
3_ 2(n+1) 2n—1

et 2 ’E=l
nﬁm,‘."_[n+]} ,f_ vr-+-=2n—l 2 A2

Le théoréme des gendarmes permet de conclure que:

(en utilisant la limite du quotient de deux polynon

o |
La suite (nu, ) converge vers T
2
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